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INTRODUCTION

Cette étude concerne les problémes aux limites de DirIcHLET-
NEUMANN pour les opérateurs matriciels de dérivation hyperbo-
liques, des premier et second ordres, linéaires & coefficients constants.
Ces problémes sont posés dans un ouvert de 'espace euclidien &
n dimensions. o
maximum de toute hypothése superflue tant sur les données que
sur l'ouvert. La solution du probléme ainsi posé existe toujours,
est unique et se réduit & la solution du probléme classique, si
celui-ci peut étre considéré.

‘On pose généralement de tels problémes dans le cadre des
espaces de HILBERT, ce qui impose des restrictions & I'infini lorsque
Pouvert n’est pas borné. Pour lever ces restrictions et mettre en
évidence le caractére local, 1ié & ’hyperbolicité, des propriétés de
la solution, nous nous plagons dans des espace's plus généraux
attachés & I’énergie et conservant ainsi une signification physique.
Bien entendu, si on impose aux données des conditions d’intégra-
bilité & l'infini, la formulation adoptée se réduit & la formulation
hilbertienne.

Nos problémes sont résolus par une méthode nouvelle d’apres
une idée de C. H. Wircox (*) que nous avons approfondie eb
généralisée.

Cette méthode est directe et résout le probléme & partir de

(*) Dans [2], [31], [32], C. H. WiLcox résout le probléme de NEUMANN

pour les opérateurs du premier ordre et un probléme particulier pour ’équa-
tion des ondes.



T’opérateur donné, sans passer par le probléme stationnaire corres-
pondant. Elle est basée sur une inégalité d’énergie établie & priori,
qui permet de traiter le probléme pour les données assez réguliéres
et, par densité, de passer au cas général.

Pour le premier ordre, c’est la seule connue pour poser et
résoudre ces problémes au degré de généralité que nous nous sommes
imposé. La méthode courante de réduction du systéme du premier
ordre & une équation d’ordre supérieur impose des restrictions
inadmissibles.

En ce qui concerne le second ordre, il semble que, dans les
conditions générales olt nous nous plagons, les méthodes exploitées
jusqu’a présent (transformation de Larrace, méthodes spectrales)
ne-peuvent-fournir aussi facilement les mémes précisions relatives
4 la nature et aux propriétés de la solution.

- Dans les deux cas, nous retrouvons d’une maniére naturelle
un fait caché, que seule la résolution spectrale faisait apparaitre,
& savoir que la distribution solution est en fait la distribution d’une
fonction. De plus, la méthode met particulidrement en évidence les
propriétés, lides & I’hyperbolicité, des ensembles d’action et de
dépendance.

Débordant légérement du cadre des opérateurs hyperboliques,
nous avons traité rapidement, par la méme méthode, les problémes
aux limites relatifs aux opérateurs stationnaires associés aux opé-
rateurs hyperboliques considérés. Insistons sur le fait que ces
opérateurs ne sont pas nécessairement elliptiques ou auto-adjoints.

Nous exprimons toute notre gratitude & Monsieur le Professeur
H. G. GARNIR pour les nombreux conseils qu’il nous a donnés.

Nous remercions vivement Monsieur J. GOBERT qui a discuté
avec nous certaines parties de ce travail.



CHAPITRE 1

FONCTIONS VECTORIELLES PARAMETRIQUES

Intégrales a valeurs vectorielles

1. — Nous considérons des fonctions de z €Q, ouvert connexe
quelconque de ’espace euclidien & »n dimensions E,, et de ¢ € Ja, [,
intervalle ouvert borné ou non de E;, & valeurs dans CN.

Nous représentons une telle fonction par
iy = Uy(®) = (u,1(2), ..., e, n()).
En ce qui concerne le calcul vectoriel et le calecul matriciel,

nous adoptons les notations utilisées dans [15] (*) et pour les espaces
fonctionnels, celles de [*8].

Dans la suite, « désignera toujours un sous-ouvert borné de Q.

Nous convenons encore de représenter ’intégrale

par
(. 9
si le produit scalaire fx 5 est intégrable dans Q ; si les fonctions
f et § sont dans Lp(Q) (en abrégé Ls), ce symbole représente le
produit scalaire dans L.
Nous désignons par L5(Q) (en abrégé LI) 'ensemble des fonc-
tions de x € Q qui sont dans Lo(w) quel que soit «.

(*) Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie placée &
la fin du travail.



Cet espace linéaire est muni du systéme de semi-normes défini

par
]%(Jz) = H-]?HLZ(@)' (*)

Il est évident que ce systéme de semi-normes est équivalent

au systéme obtenu en choisissant pour ouverts o les ouverts
on={x:|z|<nreQln=12 ..

Comme ce systéme est dénombrable et comme ’égalité dans L}
est définie pp., I'espace L) est un espace de FRECHET séparé.

Désignons par L5(Q2) (en abrégé L) le sous-espace linéaire de
Lz des fonctions de Ls & support compact dans Q, muni de la norme

de Lz.

Si <, f"> est unme fonctionnelle linéaire bornée définie sur igg,
alors
LI =9
(4
avec § e 2.
5 (1.
En effet, si fe L% , il existe o tel que

2

| <FF> 1 < C L g
) fixé . -
avec o { —_ [ J;] , [f] désignant le support de f, et

Fot> = P30 1,
3, étant la fonction caractéristique de w.
Si o est fixé, en vertu du théoréme de F. Rimsz, il existe
7 € Lo(w) tel que
Ff>=(f 53

puisque

- > Lb
S, : 20y = Lo(w).
{f » fE L; } 2(‘”)

Y

(*) Au sujet de la théorie des espaces linéaires semi-normés, nous
renvoyons & H. G. GarNir-M. DE Wirpe-J. Scamers. Espaces linéaires
semi-normés. Publication Séminaire Analyse Math. et Algébre. Université
de Liége (1963).
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Si fell, §3, € L¢ réalise la fonctionnelle:
Si f e L¢, 3, réalise la fonctionnelle restreinte aux f & support
compact dans .

Si §13,, correspond & w1, et §23, & w2, montrons que
= =
g1 = G2

dans o1 N oe.

Il suffit en effet de remarquer que si

Ny — - (o
[f]cwlﬁwzca)lﬂoozcéal,
2

\

alors
Ft> = F 5d,) = (£, §23,) = (£ 130,00,
= (F, §230,n0,): |

cette derniére égalité entrainant 1’égalité de g1 et J2 dans w1 N wa.

On définit ainsi de proche en proche dans Q une fonction
geld.

Remarquons que, si {f,f'> est défini sur LS, le théoréme pré-
cédent est vrai st

[<J_c,f/> [ < C(o) ”fHLz(w)’
c’est-a-dire lorsque la fonctionnelle est bornée chaque fois qu’elle est
restreinte & Lg(w) pour tout .

Si la fonctionnelle considérée est antilinéaire, I’élément § qui
la réalise est alors tel que

Ff> =5
Etant donné %; mesurable dans Q X Ja, b[, nous dirons que
Wy est localement intégrable dans [a, b], si
e L
pour presque tout t € la, bf, et st

| Uy HLZ(O)) € L([a, b))

pour tout .
L’ensemble de ces fonctions est représenté par
Ly“(la, b] ; L)

11



Si Tto, t1[ est un intervalle borné c Ja, b[, et si %: € LI*([a, 5] ; L3),
on définit Iintégrale dans [to, 1] de 4: comme Uélément de LE qui
réalise la fonctionnelle antilinéaire définie sur L

y 5
f (s, f) dt.
b
Cette fonctionnelle est visiblement antilinéaire et, quel que

soit w, on a l'inégalité
b 5 b o
[ D] < ()18 oo @0 117 o
% 3
pour tout fe La(w).
L’intégrale dans [#, t1] de #; est représentée par

tl
f U dt.
P ;

0

2. — Désignons par ;
Liy*([@, 5] ; LY)
Vensemble des fonctions de L([a, b] ; L) telles que
H Uy HLz(m) € leoc([“’ b])

pour tout w.

La structure de ces fonctions est précisée par le théoréme
suivant.

Les ensembles LY°([a, b] ; L) et LL(Q x Ja, B) coincident.

D’une part, si @; e L5(Q x ]a,‘b[),y alors, pour tout o,

41
= |

Yo X Ty, 41 ty
en vertu du théoréme de G. Fusini, et i; € Li([a, b] ; L).

D’autre part, si %, € Li°([a, b] ; L)), alors

t t
[ ae= "o [ [ 7epas
ty ty [

et 4; € Lo(w X Yo, t1]) vu le théoréme de L. ToNELLI.

Comme tout sous-ouvert borné de Q X Ja, b[ peut étre recou-
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vert par un ouvert borné de la forme o X Jb, 4i[, on déduit que

@ e LYQ X Ta, B)).

Notons que I'intégrale définie ci-dessus possede entre autres

les propriétés immédiates suivantes :

L ai+1 %p+1
a) Zf ﬁtdt=f e dt,
=1 2% L1
b) Z s f addt — f Z adds.
1y “

i=1

Dérivées paramétriques généralisées

3. — Nous dirons quune suite de fonctions @m e LY converge
2

dans L& vers % € LS,

lorsque m tend vers M, st

lim || " — 2 [l = 0

m->M

quel que soit o, ce qui s’écrit

°4m — .

L,

L’espace L} étant de FrRECHET, il est aisé de voir que la condi-

tion mécessaire et suffisante pour qu'une suite converge dans LS est

guw’elle soit de A. CAvcHY dans Lg(w) pour tout o.

Cette proposition n’exprime d’ailleurs que la complétion de L.

4. — Une fonction s localement intégrable dans [a, b] est dite

Sfaiblement continue doms e, B[ si

lim 1 (ﬁﬂ—-h, f) ut, ] =0

h>0

pour tout fels,

p fois faiblement dérivable sil
ex1ste 3 localement intégrable
dans [a, b] tel que

fortement continue dans Ja, b[ si
Wt —Lz) s

lorsque % tend vers O,

fortement dérivable s’il existe

3¢ € L} pour presque tout ¢ tel

que

13



, b .
(— 1) f (e, ) D2 o(t) dt

b >
- f @, 1) olt) dt

quels que soient s < p, feLl,
et ¢(t) € D(]a, b)),

indéfiniment faiblement dérivable
si elle est p fois faiblement
dérivable quel que soit p.

1
= (Uprn — Us) — Bs
b
2

lorsque % tend vers 0,

N

p fois fortement dérivable si les
dérivées successives d’ordre 0, 1,
..., p — 1 sont fortement déri-

vables,

indéfiniment fortement dérivable
si elle est p fois fortement déri-
vable quel que soit p.

Nous convenons de représenter par D? #; la dérivée d’ordre
p de %4 en spécifiant le type considéré lorsque le contexte ne 1éve
pas Pambiguité.

Les dérivées ainsi définies sont évidemment uniques.

5. — Les théorémes suivants montrent quelques propriétés des

dérivées faibles et fortes.

Si @y est fortement dérivable, Uexpression (i, f) est dérivable
quel que soit fe 5. '

La définition de la dérivée forte entraine en effet que

Im

— . —>
(ut+h — Ut
h>0

7 ’f>:(Dtat;f)) ‘

¢’est-a-dire
Dy(dr, f) = (Deiis, J)-
Toute dérivée forte localement intégrable dans [a, b] est faible.

C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent.

En effet, (4, f) est dérivable ; sa dérivée coincide avec sa
- >

dérivée au sens des distributions ; comme elle s’écrit (Dqiiz, f), le
théoréme est démontré vu la définition de la dérivée faible.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons toujours la
dérivée forte localement intégrable dans [a, b].
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Les fonctions ihdéfiniment fortement dérivables sont denses dans
LYQ X Ja, ).

Considérons la fonction

&2
242

e
T O—ea®)
f € 1" do

—1

e(t) =

(O =]

Cette fonction est dans D(E;) et son support [p.(¢)] est [— &, €].
On trouvera une étude détaillée de cette fonction dans [14].

Prolongeons #; € L3(Q x Ja, §[) par O dans [: ]a, b, nous notons
El

encore % la fonction prolongée.
1l est évident que ;€ LLQ X Ey).
Considérons
4 = [, % p.(7)]e.
Cette fonction est définie pour tout ¢, elle est dans LY(Q x Ey),
et indéfiniment fortement dérivable dans Ej.

En effet, pour tout ¢ ¢ K,

H ﬁrps(t - T) HLz(o)) = Ps(t - T) l[ ﬁr HLZ(w) € Ll(El)

et, de plus,

o]

+
H [ﬁ‘r * pa(T)]t HLZ((,\)) < f pa(t - T) H ﬁ? HLz(m)dT € LIZOC(El)’

puisque p,(t) € D(E1) et || de || € Ly (Ea).
Posons
a7 = [t % D7p.(7)]e.

Cette fonction posséde les mémes propriétés que u;, car les
considérations précédentes restent valables si p, est remplacé par
D?o..

Montrons que % 7" est la dérivée forte de %;” quel que soib

p entier positif ou nul.

15



On a en effet, quel que soit p,

ﬁtef;b - ﬁf’p . 'L——ig,p-}-l
— ¢
h Lo()

Fo (Do, (t)]. s — DZe.(r) )

= ]| f ut—’r% dic ‘H_i;b - Df+lps(’r) dr HL2(LO)
—0o0

T [DY e Jesn — Dfp
< [f |} 2 ||z 9] sup : 7 I Dyt |

. eE;

le dernier membre ci-dessus tend vers 0, lorsque % lend vers 0, car
o. est indéfiniment uniformément dérivable.
Montrons que

77€

=
Wy 4

0 x o
lorsque ¢ tend vers 0.
Il suffit de montrer que
H uy — z—Zt~HIJZ(<n><]tO, up > 0
quel que soit o X o, #1f borné cQ X Ja, b[.
Posons
fe=a — .

On a
LR +-c0
Hff H%’g(mx]to, ah — f (% f (4, ., — 4t]e,(7) dr)dt
to —0

121 +oo o
—_'—f dt_J‘ (7 e — Ut)py ) p.(1) dv
2 —00

0
+0 o
= f ee(7) (ffs Uy — ut)Lz(wx]to, 40 dr,
—0

en vertu des théorémes de G. FuBini-L. TONELLI.

Nous obtenons ainsi
+o0

H ﬁf - ?—zt HLz(mX]to, 4D < f pE(T) H ﬁi—‘f — HL2(°’X]%> 6D dx
—00

par I'inégalité de H. A. Scawarz.

Montrons que le second membre de cette inégalité peut étre
rendu arbitrairement petit par un choix convenable de «.

16



Choisissons ¢; positif arbitraire.

Soit o *

———> (%),
() <e D(e X lt, tl[)> Tro Vo 2D #()
avec ty Ky —e <<fh + e

On a l'inégalité

H Uy, — Ut HLz(wX]to &) X H U — . HLz(mx]to, )
+ H . — 9 HLz(wx]to, )
+ 1] 8 — s |y 020

Comme [ T | e, le second membre est inférieur &

2 || a — g HLz(mxm,,zgu + | B — 3 |ley@xmy-
Choisissons alors m de maniére que

— —>m . €1
H Ut — & Hszxm, S 3
et, cet m étant fixé, = de maniére que, lorsque ‘ T l <e

€1

H B — @ HLz(QXE1) <'§’
ce qui est toujours possible puisque
o7 = 8 ey = (| |80 — o [ dvdpye
QxEy
< sup | . — 3| - (mes {[§1'] U [FI})™

QxE,;

D’ou le résultat.

Toute fonction faiblement dérivable dans la, b[, € LL(Q X Ja, b[)
ainsi que sa dérivé, est fortement continue dans Ja, b et

i
’l_it — ?_l/)to - Dsﬁsds,
%
quels que soient ty et ¢ finis € Ja, bf.

Pour toute fonction 47, on a

ﬁf—ﬁf_f Dyiisds
0

17



quels que soient # et ¢ finis € Ja, b[. En effet, pour tout fels
t +oo
( J Dyiisds, f) = f fds f ds f U, Dsps(s—r)dr
%

et, vu les théorémes de G. Fusini-L. TONELLI, cette expression
est égale &
+ o
f (%, drf Dso (s — r)ds
—0 2

“+o
- f (@, ) [oalt — ) — pulto — )1dr.

Dans tout intervalle compact [to, 71] de Ja, b[, pour ¢ assez
petit, on a ‘
Dou; = (i, % D.p.)e = (D, % p)e = (Deils)*

car, considéré comme fonction de =, p (¢ — 7) est & support compact
dans Ja, b lorsque ¢ << d([to, t1], [: Je, B).
On en déduit que "
Uy — ut] = t (Dys)® ds.

t
Pour démontrer le théoréme, il suffit d’établir que
11 t
J (Dsﬁs)s ds T“‘”““*‘ J’ Dsﬁsds,
| LYQ x Ja, bD)

ce qui s’obtient & partlr des inégalités suivantes :

f dat | f [(Dyiis)® — Dsslds |20,
o to .

v 4 2
< J\ dt [f H (Ds'?/_lz)s)a e DSﬁS HLz(w) ds.]
o to

< — o) |t —to | || Ditie) — Dl || 1y, 10
ces inégalités étant valables pour tout w X Ja', b7 cQ X Ja, b[ avec
o, t1 [0] to, H,]1 @', b’ [et] to, ta[ bornés, le dernier membre s’obtenant
& partir de I'inégalité de H. A. SCHWARZ.
I1 est alors aisé de voir que

t
Uy — 71’;0 = f Dgiisds, to et t € a, bl

18



Siteti+ hela, b, on a done
t+h t+h
|| teen — s HL2<w> = || f Dsilstls [|r, <f || Dstls {|1 0y s,
t 12
ou le dernier membre tend vers 0 en vertu du théoréme de H. LE-

BESGUE, lorsque A tend vers O.

Toute fonction €L5(Q X la, b[) fasblement dérivable, dont la
dérivée € LY(Q X Ja, b]) est fortement continue, est fortement dérivable,
les dérivées fortes et faibles coincidant.

En effet, en vertu du théoréme précédent, on peut écrire

1 — — — 1 bk — -
H }; (uHh — ’U/t) — Dﬂl,t HLz(w) = H Z,f Dsus ds — Dg%; HLz(‘*’)
t

1 t+h
<IgH[ Dt = D s |
t

Comme || Dsis — Dyiis ||,y <e lorsque |t — 5| < 7(e), on
a donc

1
15 @ern — @) = Dete [l < ¢

lorsque | b | < n(e), car se[t, i + h].

‘ On déduit des théorémes précédents que toute fonction p fois
faiblement dérivable, € LL(Q X Ja, b)) ainst que ses dérivées, est p — 1
fois fortement dérivable ; les dérivées fortes et faibles d’ordre < p
coincident et la dérivée d’ordre (p — 1) est fortement continue.

On en déduit que toute fonciion indéfiniment faiblement déri-
vable, € L5(Q X Ja, b[) ainst que ses dérivées, est indéfiniment forte-
ment dérivable.

S iy € L([a, b] ; L), il existe une fonction U, e LYQ X Ja, B])
Sfaiblement dérivable telle que DU, = @;. Cette Sfonction U, est définie
& ume fonction € LY pres.

Considérons

12
Ut = f ﬁsds, t(), t e ]a, b[
[2

0

19



Pour tout f eLs, on a

—J (J- Tsds, f) Deo(t)dt = —J‘ dtJ ds, ) Degp(t)ds

et, en vertu du théoréme de G. Fusini-L. ToneLLI, le second mem-

bre est égal &

fb us,f@(é"

a
pour tout o(t) € D(Ja, b). D’ott la dérivabilité faible de T.
Cette fonction est dans L5(Q X Ja, b[) car, quel que soit
lo’, b’ €]a, b, on a

1 s o <[ 11 g 2

<t [ o 9+ f 1 [l ol

qui est intégrable dans la’, b puisque le dernier membre de 1'iné-
galité précédente est indépendant de ¢.

6. — Les théorémes suivants donnent des conditions de déri-

vation de certains produits de fonctions paramétriques.

St %y est faiblement dérivable et si (s, f) est dérivable pour tout
fe L (ce qui a toujours liew lorsque s est fortement dérivable), si
de plus v; est fortement dérivable, alors le [produit scalaire (Bt, V) 1)

est dérivable quel que soit o et
De(is, Fe)ry ) = (Dt Bo)pyy + (e, Debio)p -

En effet, nous pouvons écrire

1 — - — - — > — -
15 [(@esn, 7)t+h)L2(w) — (s, 7)t)r42(<,>)] — (D, 7)'5)142(03) — (s, Dt'vt)Lg(w) l

— 1 - > - 1 —y — -
< | @eens j, [Gren — 9e] — Didi)y, o |+ | (G, Lhoen — U] — Dids, o)1, |

+ 1 (dg+n — U, Dtﬁt)Lz(w 1

Le premier terme du second membre est majoré par

1
H Utn HLZ(w) H A (Bern — Te) — Dedy HLg(wr

20



Comme

| @on, )| < | B ]e+ | @0 )|+ | ]| Ddis f) | < C),
si Ih | < ho, en vertu des théorémes de la borne uniforme [10
Livre I : VII], le second membre tend vers 0 lorsque /4 tend vers 0.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de ce
théoréme.

Si la fonction scalaire f(t) est dérivable, si u; est fasblement
dérivable (resp. fortement dérivable) et st (is, f) est dérivable pour
tout fe Ly, alors Tf(t) est faiblement (vesp. fortement) dérivable et

Dy(#ef(£)) = f(¢)Distie + s Def(2).

Pour le constater, il suffit de substituer 3(zx)f(!) & 9; dans le

théoréme précédent, @(x) e Ld. Le cas de la dérivée faible est

immédiat. Pour la dérivée forte, on considére
1
i 7 [enf(t + ) — @f(0)] — fe)Dide — @Def () ||y
< |5 @ — @) — Delle |[r,0 | + 2) |

1] ey |5 LA+ ) — 01 — Dif) |
+ || Dets ||y oy [ S 4 B) — f(2) .

Ll B’ ANad

L’espace H? (Q)

7.. — Nous représentons par H?(Q) (en abrégé H?) Iespace
visiblement linéaire des fonctions % € L) qui admettent des dérivées
au sens des distributions, dans ’ouvert Q,

Duy =Djr...Dind e LE,
pour tout p tel que [pL ] =1+ .o + pu <.

Si iy € HY et est p fois faiblement (vesp. fortement) dérivable
ainst que ses dérivées par rapport & x, alors

DFii, e HY,
et
DuDFi; = DEDwigy,
pour tout | u | < m et tout kb < p.

21



En effet, on a

b N b >
(1) [ 0w, B)DEeie = [ (OFD D)ol

a
pour tout de D(Q) c L™P(Q) c Lg et tout o(t) € D(]a, o).
Vu les hypothéses faites sur %;, le premier membre de I’égalité

précédente est égal &

b N b -
(= 29 [ (i, Do) DEg(0) de = (— 1) [ s, Dyt ar

a
D’ott le théoréme.
Si iy € H et si Dviiy € LE(Q X Ja, b) pour 0 < f ® ] < m, alors
' ¢
f ‘Gt ¢ H,
)

b 21
Du f Uedt = f Duaiydt,
¢ f

0

pour tout 1 " ‘ < m, quel que soit T, ta] borné cla, b[, et
f t
f (e, D)oy B = (f Uedt, D))
¢ f
quel que soit o et pour tout ¥ HY, de plus
t 1
[ et iy < 11 i
& I

Des égalités suivantes, valables vpour tout @ e D(Q),

cth > 21 > 121 >
(— 1yl=! (j‘ Uudt, De®) = (— 1)I¥ -‘f (%, Dud®)dt = (( Duidt, @),
: t & Yt

nous déduisons la premiére partie de 1’énoncé.

D’autre part, vu ce résultat, nous pouvons écrire
1 b

f (@ts B) g1, 000) dt = E f (Duiy, DW)Lz(@ dt
?,

¢
jul<m

41
= (D f Tedt, DVD)y 0

Yh
fulsm

i
= (f utdt, 5)Hm(w)?
tl)
= b
pour tout de H,.
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Quant & U'inégalité, elle est conséquence immédiate des inéga-
lités

tl_) . 4 . N ty .
! (f Gedt, D) | <J. | (@, D)ty | B < || B [ f ||t ||z e O
1y ty

to

Cas des espaces Ls(Q) et L(Q)

8. — Toutes les notions introduites dans le chapitre I sont
solidaires de I’espace L) considéré au départ. Si on considére la
théorie précédente développée dans le cadre de Le [19, 30, 31 : cas
des espaces de HIiLBERT], on retrouve l'intégrale de S. BOCHNER
.et les notions de dérivées fortes et faibles (au sens des distributions)
d’éléments paramétriques d’un espace de HiLBERT. Les théorémes
et leurs démonstrations restent valables & condition d’y considérer
L au lieu de L et L3, toutes les considérations relatives & w étant
supprimées.

Notons enfin que la théorie précédente peut étre développée
dans le cadre de l’espace LL°. Il suffit de remplacer L par LY°,
LS par LYP™P, w par « compact de Q » et de considérer les intervalles
bornés de Ja, b] d’adhérence compacte dans Ja, b[, si on ne con-
sidére que 'intégrabilité locale dans Ja, b[.
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Crarrtre II

OPERATEURS MATRICIELS
DE DERIVATION HYPERBOLIQUES
- DU PREMIER ORDRE ‘

Opérateurs matriciels de dérivation

9. — Nous considérons des opérateurs matriciels carrés, du

premier ordre, de la forme
A(D) = Z ADy; + A,
i=1

ol (D) est mis pour (D, ..., Dg,), les matrices A; et A étant con-

stantes.

Nous supposons que

a) les matrices A; sont hermitiennes ; ainsi ’opérateur homogéne

A(D) = Z AD,;
=1

est anti-hermitien, c’est-a-dire que
— o/*%(— D) = 4(D),
Iastérisque indiquant que la matrice de départ est transposée et

conjuguée,

b) ¢l existe une matrice constante P hermitienne et idempotente

(projecteur numérique) telle que
Ps/(D) = #(D) (E — P),

la matrice B étant Uidentité [*1].
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On appelle opérateur de dérivation hyperbolique tout opérateur
du type '
(D) — Dy

ou /(D) satisfait aux hypothéses précédentes.

Si /(D) est réel, on retrouve les opérateurs symétriques
hyperboliques classiques [6 ch. VI, §3, — 8][11], étant entendu
que ces opérateurs ne sont Pas nécessairement totalement hyper-
boliques [4], [6].

Il est évident que si P est un projecteur satisfaisant & la con-
dition précédente, la matrice (E — P) est un projecteur et jouit
de la méme propriété.

Remarquons que, sous les hypothéses imposées ci-dessus, nous

avons
[Ps/(D)]* = #(D)P = (B — P)s#(D),
(B — P)s/(D)]* = /(D).
10. — Nous pouvons réduire le projecteur P & la forme dia-

gonale en le transformant par une matrice unitaire, plus précisé-
ment de la maniére suivante :

E’ O O
0 0] E”)’
la dimension des sous-matrices diagonales étant dliferente de O et
N, ott N est la dimension de .7 (D).

U*PU = < 8), U*E — P)U = <

A partir des propriétés de P, il est aisé de voir que
U*PU U*+/(D)U = U*+/(D)U UXE — P)U. (*)
Par définition, la matrice U réduit of (D) & la forme canonique.

Decomposons Popérateur réduit & la forme canonique en quatre
sous-matrices correspondant & la décomposition de U¥PU et posons

U*yi(D)U = <g ﬁ).

De la relation (*) ci-dessus, nous déduisons que A = D = 0
et, comme M(D) *D), C = B*,

25




La forme canonique des opérateurs considérés est donc
( ) B’-‘(D)> Y
B(D) 0
ou M est une matrice constante.

Ces opérateurs sont donc les transformés par une matrice
unitaire constante quelconque d’opérateurs de la forme canonique
précédente.

- On déduit des considérations précédentes que

ho(@) = sup Ai(@) = 0, |z|=1

(), 4 = 1, ..., N, étant les valeurs propres de’ JZi(x).

11 suffit en effet de remarquer que les valeurs propres de o (%)

dm(%;? fng

" Si p et g sont les dimensions respectives de E’ et B, ces valeurs

sont les racines de

propres sont racines de
(— ryr-edtm (22E"” — BB*),
si p>gq, oude
(— Ne-2dtm (R2E" — B*B),
sip<gq.
Etant nulles ou opposées, ces valeurs propres ont une enveloppe
supérieure positive et Ao(x) est positif. \
Notons encore que Ao(z) est une fonction continue sur le
compact {x : |x | = 1}, donc bornée sur ce compact car le coéffi-
cient de AN est (— 1)N dans le polyndme caractéristique.

De plus, si Ao(x) = 0 pour tout z, oL (D) est identiquement nul.

Exemples d’opérateurs matriciels /(D) — D; hyperboliques
du premier ordre

11. — Donnons quelques exemples importants d’opérateurs
matriciels hyperboliques du premier ordre rencontrés en physique

mathématique.
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a) Les équations de J. C. MAXWELL.

€1 . .
grotﬁ=0ﬁ+ . e ->DtE+F,
{ €3

< — rot f] = p.D,;ﬁ - é, (e, . > 0),
s’écrivent, en posant @; = (]_F)J, ﬁ) ot fy = (f, (3),

—0 . . . —D, D, ] €1 . ..
—0 . D, . —D, . g2 .
—c —Dy, D, . . .. g2 -
. D, -Db, . . . “ B T A Dtur{_ﬁ
—f—Dz . D, .. . T
D, —D, . .. . B

Si &1, €2, e3 sont inégaux, ces éauations concernent un milieu
anisotrope.

~ Si &1 = g2 = 3, on retrouve les équations de J. C. MAXWELL

dans un milieu homogéne et isotrope.

Sic=0et u=17z =z =e3 = 1, on obtient les équations de
J. C. MaxweLL dans le vide.

Ecrivons ce systéme sous la forme

AB(D)i; = #Dqiy + Ji.

La matrice # est hermitienne d*fnie positive, il existe donc

une matrice S telle que S*#S = E (S est invertible) et dans le

cas présent

S—S*~diag< 1 ] 1 1 1 l>
_ Va Ve Ve Vi Vi Ve

Le systéme considéré peut alors s’écrire

> >
(D) — DU = F
en posant
A(D) = S*BD)S, Uy = SV, Fi = S,
L’opérateur /(D) relatif aux équations de J. C. MAXWELL

s’éerit
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a _ — D, D, ~
- . . . V—:—; \/E
_° D. — D
e o Ve Ve
. c — Dy -~ Dy
s Vs Vs
D, — Dy
—D, D,
D, — Dy
Vs V= _

et le projecteur P est diag‘ (1,1,1,0,0,0) ou diag (0,0,0,1, 1, 1)

b) Les équations de Uacoustique
pDy3 = F— grad p,
Dyp = — p div 3,
p étant constant et f‘ donné, s’écrivent, en posant

@ = (03, p), fr = (— oF, 0),

_ —-D, —D, —D .

Nous obtenons donc lopérateur sous la forme canonique.

Le projecteur P est I'une ou l'autre des matrices

diag (1, 1,1, 0), diag (0, 0, 0, 1).

¢) Les équations de la magnétohydrodynamique [22],

D = — a?p div 4,
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Dtﬁ = rot (% /\]E),

1 1 > >
D@ = — -gradp + — (rot H) AB,
P drp
peuvent s’écrire sous la forme de systéme matriciel
- e - Dy —
—D, —D, —D, » .az_‘pp
b,Dy+b,D, —b.Dy —b,D, N N
H H
—b,D; bDy-bDy  —b,D, y 4rDy—
—b;D,  —b,Dy bDy+b,Dy =
—D, b,Dy+bD; —bD, —bDy ) . . ‘ D
- - - - - - - E— . . L B
—Dy, —bDy bD,+bD, —bDy Y
—D, —bD, - —bD, bDy+bDy _

La matrice S de transformation est
S =8* = diag (ay/p, 1/24/7, 1/24/7, 1/24/7, 1[4/ 0, 1[4/, 1/4/0).

Le systéme s’écrit aprés transformation

o/ (DY — Dyiiy = fi,
ot Vopérateur oZ(D) = S*Z(D)S, #(D) étant I'opérateur matriciel
explicité ‘ei-dessus, et
= (plary/p, H/24/7, 4/ B).
Le pro;ecteur P sera
diag (0,0,0,0,1,1,1) ou diag (1, 111000)

Espace V(Q) associé a un opérateur /(D)

12. — Nous dirons que /(D)% existe dans L, ¢’il existe une
fonction 3, telle que
(@,9) = @ #*(— D)D)
pour tout De D(Q).
Nous représentons par /(D)% la fonction 4, d’ailleurs unique
si elle existe, qui satisfait & cette relation.
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Nous désignons par V(Q) le sous-espace linéaire de Lo des
fonctions % telles que o7 (D)i € Ls, en abrégé cet espace est noté V.

Muni du produit scalaire

(@, d)v = (&, 7) + (L (D)i, (D)),
V est visiblement un espace de HILBERT.

Désignons par V,(Q) pour ecQ, frontidre de Q, I’adhérence
dans V des fonctions de V identiquement nulles dans un voisinage
de e. Cet espace est un sous-espace linéaire fermé dans V, donc
de HIiLBERT, nous le noterons V. pour abréger.

Notons que Vg = V.

_13. — Soit V' I’espace V associé a o (D).
Montrons que V' et V sont identiques, plus précisément
a) les espaces V et V' coincident, les normes étant équivalentes.

b) les espaces V, et V., coincident, les normes étant équivalentes.

a) Les éléments de V sont dans V' et réciproquement. C’est
une conséquence de la linéarité de Lo et du fait que si # € Lg, alors
A'L_i S Lz.

. L’équivalence des normes se démontre en appliquant I'inégalité
de H. A. Scawarz aux produits scalaires du second membre de

2| = || 2|5 + (A%, 8) + (£, A7)

‘Nous obtenons ’
[ |f < ll@[p+ ||« [P+ 20 a2
<sup (C, 1) ([|@ || + || #al))? < 2sup (C, 1) || @

ou C = H A HL2 >1,» toute matrice constante étant un opérateur

2
AUgl

borné agissant de Ls dans Le, et || @ || désignant la norme de @
dans Le.
De méme, en considérant

|| = ||@|]2 — (A%, %) — (2, AdD),

nous obtenons

%]

¥ <2sup (G 1) |7 R
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b) Cette propriété est une conséquence immédiate de I'identité
des convergences dans V et V'.

Nous noterons toujours V les espaces V et V.

14. — Désignons par Vp(Q) (en abrégé V) ’espace V associé
& Po/(D).
Si eV, alors % e Ve N Va_p et réciproquement.

Cette propriété reste évidemment vraie si on considére Ve,
VE—-P’e et Vg.

Si % eV, alors, vu la linéarité de Lo,
P#/(Dyi et (E—P)Z/(D)iels
Réciproquement,r siweVenN VVE_p,r dloré
P/ (D)i + (E — P\ (D)ii + Az = /(D) € Le.

Signalons une identification utile des éléments de Ve.
Les éléments de Ve coincident avec ceux de

{B:7%ele, & —PlieV}.
Si @ e Vo, alors @ e Ly et Pt (D)l € Lo, par définition.

Comme

°

Ps/(D) = /(D) (E — P),

la proposition est établie.

Formule de Green

15. — Etant donné un opérateur quelconque du premier ordre,
si %, 9, et Q sont assez réguliers, i étant la normale unitaire en
un point de Q, frontiére de Q, la formule de G. GREEN s’écrit

f (DY X & da —-f i X of*(— D) de — f L) X 3 ds.
Q Q o)
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Conditions aux limites associées a un projecteur P

16. — Décomposons Q en Qp U Qx(Qp N Qx = 2).

Nous dirons que % satisfait aux conditions aux limites associées
a P, en abrégé weN, st . '

a) (B — Pyie Vg , (condition de P. LEJEUNE-DIRICHLET),

b) (P/(D)i, 3) + (@, (D)P3) = 0,
pour tout ¥ € Vg—p, (condition de C. NEUMANN).

Cette derniére condition, vérifiée chaque fois que & est & sup-
port compact dans Q, généralise visiblement la condition de C. NEU-
MANN classique, elle s’écrit

A (n) (E — P)i = 0 sur Qx, |
lorsque les hypothéses d’application de la formule de G. GREEN
sont vérifiées.

On vérifie aisément que VNN est un espace de HILBERT
pour la norme introduite dans V.
Notons encore que st % et 5 V N N, alors
(D), 3) — (4, o*(— D)3) = 0.
En effet, considérons
((DYi, 3) = (PL(D)E, 3) + (<£(D)P3, 9).
Puisque % et 3V NN, le second membre s’écrit

— (@, #(D)P3) — (i, P<Z(D)3) = — (&, o/(D)?),

d’ou la proposition, puisque (A%, 3) = (&, A*F).

Conditions aux limites locales associées & un projecteur P

17. — Désignons par
Vo(Q) = {4 : 4 € V(w), pour tout »},
Ve(Q) = {@ : @ e V(Q), i, [@], étant compact dans Q},
[#] désignant le support de #,
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et, si e est un sous-ensemble de Q,
VYQ) = {@i: & eV, ,(P) pour tout v},
VeQ) = {@: % € V,(Q), [@] compact dans Q}.
Nous noterons respectivement Vo, V¢, V2 et V¢ ces espaces.
On définit d’une maniére analogue les espaces V3, V%, (Ve)?
et (Vp)g
Nous dirons que la fonction % satisfait aux conditions de DIRICH-
LET-NEUMANN locales, en abrégé i e N°, si

a) (B —P)yie Vg,

b) (PZ(D)i, 3) + (@, #(D)P3) = 0
—pour tout- e Vi_ 5.

Remarquons immédiatement que

a) si Q est borné, les conditions de D — N (conditions aux
limites de P. LeseunEg-DiricarET-C. NEUMANN associées & un pro-
jecteur P) locales et ordinaires sont identiques,

b) si #@ satisfait aux conditions de D — N ordinaires, il satisfait
3 fortiori aux conditions de D — N locales.

18. — Lorsque les hypothéses d’application de la formule de
G. GREEN sont vérifiées, les conditions de D — N s’écrivent,

a) pour les équations de J. C. MAXWELL,
“Va
. Ve

L oH

Vo € V@D,
généralisant la condition de DIRICHLET sur Qp,
1 > .
—— 4 AE = 0 sur Qy,
Ve
lorsqu’on choisit le projecteur diag (0,0, 0, 1, 1, 1).
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Si on choisit le projecteur diag(1,1,1,0,0,0), on obtient
>

formellement des conditions analogues pour H

oE
N = V?} ,
Vi)

et

-1 -

Ve
1 > .
( . —= . fz’)AH:O sur Qy,
Ve
1
_ Ve
b) pour les équations de Pacoustique,

d’une part

7 b
(0p> € Vay

pfi X ¥ = 0 sur Qv,

lorsqu’on considére le projecteur diag (0, 0, 0, 1), et d’autre part

03
< ”)evg ,
p D

pi = 0 sur Ox,

§ on considére le projecteur diag (1, 1, 1, 0).

¢} pour les équations de la magnétohydrodynamique
plan/p
<ﬁ /2\/%') € Va,
07
— 7ip + Zl;c (fi/\ﬁ)/\:_é = 0 sur QN,

dans le cas du projecteur diag (0, 0,0, 0,1, 1, 1), et

Op
7
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in@AB) = (i X B) = 0,
dans le cas du projecteur diag (1,1,1,1,0,0,0).

19. — Démontrons quelques théorémes relatifs aux espaces
associés & (D). '

St % e Ven N, alors 4 e Ve NN, et réciproquement.

La proposition directe est évidente.

Démontrons la réciproque.

Comme [#] est compact, il est évident que, si

(B — P)i e Vg 4(w)
pour tout e, alors .

(B —PlieVy

car, si w > [%], (E — P)# = 0 dans E ®.

o
En ce qui concerne la condition de NEUMANN, considérons une

fonction réelle ay(x) € D (Ey), telle que

1 si | x I <R,

0 si |z|>R+1,

0 <ap <L

ag(®) = %

Si 3 € Vu-p, alors opd € Va-p et apd ¢ 7.
En effet, on a ,
(E — P)#(D)oyd = (B — P)of (grad ap)d + ag(E — P)/(D)3
et
(1 — )8 |2, < || (01— om)3 |24 || (1 — ap)(E — D)L (D)3 |
+ || (& — P)o/ (grad oy )8 ||2.

Les trois termes du second membre tendent vers 0 en vertu

du théoréme de H. LEBESGUE car
[0 —ag| < 9]
et
| (B — P)o(grad op)3| <X |7,

K étant une constante indépendante de R.
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Comme
(Pt (DYii, o) + (i, £ (D)Pogd) = 0,
pour tout R et tout ¢ € Vg-p et puisque % € Vp, I’expression
(P (D), (1 — 0)d) + (7, Z(D)P(1 — 05)3)
a un sens et est majorée en module par
1l 10— )5 [y,

qui tend vers 0 lorsque R tend vers -+ co.

La fonction #% e Ve n N gatisfait donc aux conditions de
D — N ordinaires et Ve N N° = Ve N\ N,

Si e Ve NN ¢f 5i 3e Ve AN, alors

(< (D), 3) — (4, L*(— D)3) = 0.
En effet, considérons
(/(D)d, 3) = (Ps/(D)i, 3) + (4 (D)P7, 9).
Comme 7€ Vec V§_, et i e N, le premier terme du second

membre vaut
— (8, #/(D)P3).
Considérons ensuite
(o (D)Pii, 3) + (&, P/ (D)3).
Comme le support de & est compact, choisissons R tel que
[3] c{x: i x ’ R}

et considérons la fonction oy introduite dans le théoréme précédent,
on a évidemment

T = apd
et I'expression considérée en second lieu peut s’écrire
(2g4 (D)P, 3) + (i, P (D)og?)
= (A (D)Payii, 3) + (ax, P (D))
— (o/(grad o) PE, 3) + (&, Pt (grad ag)3) = 0,
car 3N, azgiie VCc Vep et les deux derniers termes du second
membre sont opposés.
Finalement
(A (D)i, 3) = — (@, A(D)PF) — (i, PL(D)3) = — (&, #(D)3),
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d’oti le théorémé, puisque
(Al 3) = (4, A*D)
et
A*(— D) = — (D) + A*.

Les fonctions de Ve N N sont denses dans V N N.

Considérons encore la fonction «p définie ci-dessus.

11 est évident que si 4 € V NN, alors agti € Ve N N. Pour le
voir, il suffit de vérifier que (E — P)agiie Vg , ce qui se fait
aisément et de vérifier que

(P (Dorgii, 3) + (ag8, £ (D)PF) = 0,
ce qui se fait un raisonnement semblable & celui du théoréme
précédent. '

Comme oy, le théoréme est démontré, V N N étant fermé
dans V. » ;

On déduit également de cette démonstration que Ve est dense
dans V et VS dans Ve, e cQ.

Les espaces VN Ve et Vo, eC Q, sont identiques.

Il est évident que

Vec VANV

D’autre part, si

eV nVe,
alors visiblement ar# € V, pour tout R.

Comme o s 7 et puisque V, est fermé dans V, on en déduit
que 4 eV,

Si @ € VO et si s et o (D)€ LYQ X la, b]), alors

J . Uyt € VO,
)
4 t
(D) j s — f A (Dyisd,
to ty

t 1
f (#e; D)yt = (f Wydt, By

t i3
tl__) tl —

H f st Hv(w < J. || Ut Hv«o)dt’
& t

quel que soit o X o, ti borné cQ X la, b[ et pour tout 7€ V.
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La démonstration de ce théoréme est semblable & la démon-
stration du théoréme correspondant & H? (ch. I, §7), il suffit d’y
remplacer les grandeurs correspondant & H? par celles correspon-
dant & Vo,

Le théoréme précédent modifié en y remplagant Vo par V° est
encore vras. '

En effet, comme V,_ :(0) c V(v), P'expression

enoe

tl
([t 91
{,

(]
définit une fonctionnelle antilinéaire bornée de &€V, () car

4 f
| ( f Uedt, Dy | < f || e [yt || @ [y
% o ,

1l existe donc un élément @ €V, () tel que

71
(f Urdt, Dy = (@, L2) IO
tO

pour tout FeV, ;. (v)

Montrons que
21

W = f Ugdt.
17

(4
Etant donné f quelconque e Ls(w), il existe une fonction

4 eV, (), telle que
(77, ﬁ)V(w) = (77’ f )Lg(o))
car (3, f’)Lz(m) est une fonctionnelle linéaire bornée de 3 €V, 4 (w).
Puisque @ €V, .(»), on a donc d’une part
(@a ?’_Z)V(m) = (127’, f)Lz(m):
et d’autre part
— = tl—) —3
(B, @)y = (f Uedt, &)y,

b
car % € V, s (w).

Comme #%; €V, (), il vient

21 by 21 N
(f Ugdt, 77)v<m) = J‘ (s, 77)V(m)dt = J. (e, f )Lz(co)dt
) to )
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et finalement
oty

(@, f )Lz(w) = (J wdt, f )Lz(w):

)
pour tout feLa(w).

Vu Parbitraire de «, on déduit que
b
B = f dt,
to

pp. dans Q.

20. — Remarquoné qu’il est possible de développer une théorie
analogue pour les espaces V'*(Q), VI*(Q) et VP(Q) = V. *™(Q),
ces espaces étant définis & partir de Ly° et Lg™>. k

Tous les théorémes précédents restent vrais & condition de
" substituer « loc » & « b » et « comp » & « ¢ », sauf pour L(Q X Ja, o)

que P’on peut remplacer par L([a, b] ; Li°) au lieu de L*(Q X Ja, b).
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CaariTrRE III

PROBLEMES DE DIRICHLET-NEUMANN
POUR LES OPERATEURS MATRICIELS
DE DERIVATION HYPERBOLIQUES
DU PREMIER ORDRE

Position du probléme de Dirichlet-Neumann pour «7(D) — D;

21, — Adoptons une formulation du probléme de D — N
débarrassée de toute hypothése superflue.

Sbit Q un ouvert connexe de E,. Donnons-nous
— la domnée au second membre (en abrégé le second membre)

Filz) € LYQ x 10, + oo]),

— la donnée initiale o(x) € L.

Le probléme de D — N, posé pour I'opérateur .«/(D) — D; dans
Pouvert Q, consiste a chercher #:(z) € L5(Q X 10, + oof), tel que

+0
f #sp(t)dt € Vo N Niee,
0
et

+o© +0 +-oo_)
) [T+ [ Do = [ Beteyte — weto)
0 . 0

0
quel que soit ¢(¢) € D(Eq) [2, 12, 17, 24].
Ce probléme peut aussi étre formulé de la maniére suivante :
il consiste & déterminer i; € L5(Q x 10, 4 oo[), tel que

+00
(E —P) f dsp(t)dt € Vg,
0
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o 40
(@0, 7+(— D)ottt + [ (@, o1Duo(o)de
0 0
4+ 5 ‘
— [ ahettrde — (@, 91900
0
pour tout ¥e€ Ve N et pour tout ¢(f) € D(Eq) [23], [24].
22. — Montrons Péquivalence de ces deux formulations.

a) Si %; satisfait aux conditions de la premiére formulation,
puisque

+o0
f ro(t)dt € Vo,
0

on a éxfideﬁlmént

<&/(D) fo (i, 7)) + < fo " a Dbt 7))

=< 0+wft<p(t)¢t, v) — <’170<p(0), 7)>

pour tout ¥e Ve NN cLs.

Comme
+o0
f dep(t)dt € Vo N Nioe,
0

cette relation peut s’écrire, en appliquant la définition de I'inté-
grale & valeur dans L3,

+o0 +0o0
f (i, %(— D)d)olt)dt + f (iie, 9)Dip(t)dt
0 0

= [ o9ttt — i, 91000,

b .
comme N°¢ ¢ (Ve)a,, %: est solution au sens de la seconde formu-
lation.

b) Inversement, supposons que #; satisfasse aux conditions de

la seconde formulation.
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L’équation qui y figure est en particulier vérifiée si on y
remplace ¥ par ) e D(Q).

Si on applique la définition de Vintégrale & valeur dans L% &

chaque intégrale, on constate que
+00 -
( | aeettan, a7 ‘D)cb) -
0

<( ot)dt — f D)t — o0(0), 5),

0 0

pour tout ¢ € D(E;) et tout de D(Q). Par conséquent,
o0
f Ho(t)dt & VP
0

et

P

00 00 +oo_,
ot ®) [ gt = - f @Drp(t)dt + f Feot)dt — dio(0),
0 0

0
ce qui est 'équation intervenant dans la premiére formulation.

Des considérations précédentes, on déduit que
~+o0 +00
< f Teolt)dt, 4*(— D)z‘i) _ (,M(D) f iivp(t)dt, 7)>
0 0

pour tout ¥ € Ve N N.
Montrons, & partir de cette relation, que 1’intégrale
+00
f Usp(t)dt
0
satisfait & la condition de NEUMANN locale.

Puisque cette intégrale est dans V4_, (cf. ch. II, §14), en
tenant compte du fait que 7 satisfait & la condition de NEuvMaNN,
la relation de départ se réduit &

< f +w@’»@(t)dt, Q(D)P5> - <P£¢(D) f +w7‘i¢cp(t)dt, v\) = 0.

0 ]
La propriété sera établie si nous montrons qu’une telle relation,
valable pour tout e Ve N N, 'est également pour tout € V4_5.
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Vu la définition de P, la relation précédente ne change pas
si nous remplagons ¥ par P7 dans le second terme.

Supposons que g€ Vi_p, on a
3 = Ps + (B — P)3,

avec

P(E — P) = 0, PseVeNN,

et la relation considérée est encore vraie si e V§_p, elle exprime
que lintégrale en question satisfait & la condition de NEUMANN

locale.
Interprétation physique
23. — Le théoréme suivant montre que la solution du pro-

bléme est la généralisation naturelle de la solution classique du
systéme
[Z(D) — Dyliiz = f,
qui vaut %o lorsque ¢ = 0.
Si 4 € C1(Q X 10, + oof) est une solution du probléme, si
lim % € Ll

>0
alors

A(DYiiy — Ditiy = fs
pp. doms Q X 10, 4 oof et
lim ’Zlft = 770
t0

pp. dans L2.

Considérons la seconde formulation du probléme. Vu les hypo-
theses faites sur %:, aprés intégration par parties et application du
théorémeldémontré en pp. 37-38, noas obtenons

f Oy, B)p(t)t — | " (Deity, B)p(t)dt

0

_ f R D)oyt — (o — lim g 0), 3),

pour tout de D(Q).
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Si ¢ € D(]J0, + oof), cela entraine que
o (D)ils — Dyl =
pp. dans Q x 10, + oof.
Tenant compte de ce résultat, nous obtenons

W = lim %
>0

pp. dans Q.

24. — La formulation du probléme fait intervenir explicite-
ment des expressions de la forme

+0
. | f o (t)dt

Y0

et leurs dérivées, ce sont des distributions par rapport & t & valeurs
dans L3, nous les appellons moyennes temporelles ou simplement
moyenmnes.

La formulation adoptée exprime donc que ce sont les moyennes
de %: qui satisfont aux conditions de D — N et vérifient I’équation

[#(D) — DT = [ Feelt)t,

1]

conformément & la définition des dérivées des distributions [29].

Théoréme d’annulation

25. — §s
T
f To(t)dt e N
9]

et

—+ <fTﬁtDt@(t)dt, v> = 0,

0

( f oty a7%(— D)6>

0

pour tout 3€ VNN et tout ¢ € D(] — oo, T[), T positif fixé, alors
Wy = 0 pp. dans Q x 10, TJ.
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Comme D(Q)cV NN, on déduit que

40
f dep)lt € V AN,
0

Dans la condition imposée au départ, nous pouvons done
remplacer ¢ par intégrale de #:(t) dans 10, T[.
En tenant compte de la valeur de
¥ (— D)f Urp(t)dt,
0

nous obtenons

T T T
([t [ wiDe) + (| apeoa, | “aupltyit)

0 0 0 0

T T
+( f dro(6)dt, [A + A%] j iolt)dt) = 0.
0

0

Cette relation a lieu pour tout ¢ € D(] — oo, T[), nous pouvons
donc effectuer sur ¢ une translation & gauche, (t) devient o(t + $)
et Dp(t) devient Dso(t + ).

Le symbole de dérivation par rapport & s peut visiblement
sortir du signe d’intégration et, la dérivée par rapport a s de
I’intégrale étant une dérivée forte, nous obtenons

T T T
D, | [diote + oy o = — (| ot + o)t [A+A%] [ deoteayan.
0 0 0
Comme A + A* est hermitien, nous avons

T T
D, | fo Teplt + s [ > | fo Trolt + s)di |5

ol A est la plus petite des valeurs propres de — (A + A*),
Si la norme écrite au second membre de I'inégalité précédente
est nulle en s = 0 pour tout ¢, alors % = 0 pp. dans Q X ]0, T[.

Si cette norme n’est pas nulle pour un ¢ en s = 0, il existe
un intervalle [0, S] ot elle n’est pas nulle car elle est continue

dans [0, + oo[.
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Dans cet intervalle, nous avons

T
D, | f Teolt + 5)dt ||
0

= A

T
Hf Grp(t + s)dt |2
0
et, en intégrant de 0 & S, nous obtenons
T T
| [ et + e | > 0 | [ i .
0 0

Si S tend vers le plus petit zéro du premier membre de cette
inégalité, vu la continuité de la norme, il vient

I f Tmcp(t)dt F=o0

et la norme est nulle en s = 0, contrairement & ce que nous venons
de supposer.

Théoréme de densité

26. — A toute fonction @e(t) € (V N N) ® D(E:) (*), associons
#(DYiig() — ADio(?)
up(0)
quel que soit T’ positif fixé et fini.

L’ensemble des @ [@p(t)] est total dans
La(Q x 10, T[) x Lg(Q)

muni du produit scalasre

s (7 N S
(( >= < > >) = (U, ‘vt)Lz(Qx]O,  + (i, Do)

0 [do(t)] = ( ) € La(@ X 10, T[) X La(Q).

o~

170 k20
Nous démontrons ce théoréme en établissant Iannulation de
toute fonction de La(Q X 10, T[) x Ls orthogonale & I’ensemble
des O [#o(F)]. ’
(*) Si E et F sont des ensembles de fonctions & valeurs respectivement

dans CN et C, on représente par B ® F I'ensemble des produits
w, 4eE, veF.
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Soit < gt ) e Lo(Q X 10, T[) X Le, tel que

T T
j (7., L (D)io(t))dt — f (. iDw®)d + (3, T0(0)) = O,
0 0

pour tout ¢ € D(E1), et tout #e VN N.

Considérons ¢ € D(J0, + oo[), le dernier terme du premier mem-
bre de la relation précédente est nul et nous déduisons I'existence
de

T, —
#%(— D) j Faas
0
~dans Lo et l’érgalitér
. -
( j }3(0)dt, (DY) = (4*(— D) f Fatyit, o)
0 0

pour tout Ze VN N.

Comme I’intégrale dans 10, T[ de fip(t) est dans Vg-p, en
exprimant que % € N, I'égalité précédente se réduit &

T—>_ o ° T-»._
( f F5(t)dt, £ (D)PE) = (s/(— D) f Fatyde, Pa). (%)
0 0

On démontre comme au § 22, en considérant V au lieu de V?
et Ve, quune telle relation, vérifiée pour tout 4 VNN, lest
encore pour tout % € Ve-p, donc pour tout 4 eV et satisfaisant &
la condition de NEUMANN.

En particulier

T,
f Jro(t)dt
Yo
satisfait & la condition de NEUMANN.

Puisque % € V et satisfait & la condition de NEUMANN et puisque
T,
J ftcp(t)dt e Ve—p,
0
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nous avons successivement

o T - ° T >
(P£(Dya, f Faodi) + @, </ (D)P f Fa(e)dt) =
0 0

T, . R T
( f iz t)it, 4 (D)E — Pyi) = (+4(— D) f Fa(tyit, (E—P)a). (x)

En additionnant membre & membre les relations (—x—) eb (%)
ci-dessus, nous obtenons, vu la valeur de

—D) f )

T->— > —
( f Fa(t)dt, — s2(Dya) + ( f FDa0), @) = o,
0 0

pour tout % € V et satisfaisant & la condition de NEUMANN et pour
tout o(t) € D(10, -+ oof).
Posons
t=T—¢, fo,=F, ST —t)=¢),
par suite $(¢') € D(] — oo, T[) et Dep(f) devient — Dy(#)

La relation considérée s’écrit
(f Fod(t)dt', of f Ft’Dtlll =0,

pour tout # € V et satisfaisant & la condition de NEUMANN et tout
b(#') € D(] — oo, TY).

La fonction T, satisfait donc aux hypothéses du théoréme
d’annulation pour 'opérateur .o/*(— D) — D; dans le cas ot Qp=g,
elle est donc nulle dans Q x 0, TJ.

On en déduit que f; = 0 pp. dans Q X 10, T[. Comme T est
arbitraire, f; est nul pp. dans Q x 10, + oof.

Tenant compte de ce résultat, en considérant o(f) D(E;) dans
la relation de départ, nous déduisons que

(g, dp(0)) = 0,
pour tout ¢(f) € D(E1) et tout % € V N N, donc pour tout % € D(Q).
Dés lors, § = 0 pp. dans Q.
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Ensemble de dépendance et inégalités d’énergie

27. — On appelle cone de dépendance du point (ou de sommet)
(%o, o), I’ensemble

C(zo, to) =] fl\{(x, ) 1 (x — x0) X o + M) (¢ —to) < 0},
o|=1

() étant défini au § 10.

Cet ensemble est fermé et convexe comme intersection de fer-
més convexes, il contient toujours les points (o, £) avec { < fp eb
ne contient jamais de points tels que ¢ > fo.

Etant donné un ensemble E quelconque de E,, posons
Ey={(@t):xeckE,t =t}
On appelle ensemble de dépendance de Egy, I'union des cones

de dépendance des points de Ey, :

C(Ey) = U Clz, t).
zeR

Si B est une boule fermée de Ky, de centre xo et de rayon r > 0,
alors

C(Ey) = N {(x,t) : (& — o) X & + ho(e) (¢ — to) <7, t <o}
\ ,

En particulier Vensemble de dépendance d’une boule fermée est
un fermé convezxe. '

Désignons par B Iintersection considérée dans 1’énoncé.

D’une part C(Eq) cB car C(z, to) c B quel que soit z € E.

D’autre part, soit (x1. &) € B.

Considérons

C'(x1, t1) = N {(.%, o) : (@ — 1) X o+ o) (o — 1) = 0}.

le|=1
Montrons que
Ego N C'(x1, 1) £~ 2.

Si cette intersection est vide, il existe oco(] oo | = 1) tel que

pour tout p < r et tout o de module égal & 1,

(2o + po — 1) X oo + Mo(xo) (fo — t1) < O
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c’est-a-dire, en choisissant p = 7 et o = ay,
(21 — 20) X @0 + Ro(eo) (f1 — fo) > 7
et (x1, h1) € B.
Soit (y, to) un point quelconque de E; N C'(x1, t1), le céne de
dépendance de (y, f) contient (21, £;1) car 1'inégalité
(y — »1) X @ + do(a) (fo — t1) >0
exprime simultanément que (y, to) € C'(21, 1) et (21, t1) € C(y, to).
Tout ouvert étant limite d’unions finies emboitées de boules
fermées contenues dans I'ouvert, st E est' un ouvert de B, ¢t si
N
E =lim U byy,,
N i=1
by désignant une boule fermée de E,, alors

N
C(Eto) = lim U C(bz(N),gO).

N =1
1l est évident que

N
C(Eto) DRV C(bi(N),to)
=1

, =
quel que soit N car B > i),z

Il suffit alors de montrer que tout point de C(E¢,) appartient
4 l’ensemble de dépendance d’une boule d’un élément de la suite
qui tend vers Ey,.

Tout point (x, ) de C(Ey,) appartient au céne de dépendance
d’un point de E;,. Ce point appartient & une boule b;y.; dont
I’ensemble de dépendance contient (x, t).

Comme les unions finies sont emboitées,
N
(x, i) e lim v C(bi(N);to)-
N i=1

St E est ouvert, C(Eq) N {(x, 1) 1t < to} est ouvert.
Si (270, t) € O(Eto), alors (.%', t) € O(a'}o, to), (700, t()) € Et() avec
by, = { (@, to) : [ar — moi Lryc By, r> 0.
Evidemment C(bs) 5 (x, t).
Il suffit de montrer que d[(z, t), [: C(bs,)] > 0 lorsque ¢ < to.

Epp1
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Si cette distance est nulle, alors

(x, £) e[: C(bsy) N O(bsy) = C(bs,)

et puisque ¢ << fo, il existe «g tel que
(@ — 20) X oo + Aolao) (¢ — o) =r > 0,
ce qui est en contradiction avec (x,?) € C(wo, fo).
On déduit de la proposition précédente que
{x: (2, t) € C(Eyy), t fixé < lo}

est un ouvert de E,, borné si E est borné.

28. — Dans E,, recouvrons {« : |« | = 1} par un nombre fini

- M de boules ouvertes de rayon 1/m centrées dans cet ensemble.
Soient «1,m, ..., %m,m les centres de ces boules.
Si b est une boule fermée de E, de centre xg et de rayon r = 0,
alors C(bg,) coincide avec

lim ?I\ {(.’L‘, t): (%‘ — x9) X ,m + Xo(ak,m) (t—to) <rt< t()}. .
m—>wo k=1
Désignons par Cy, l'intersection finie considérée ci-dessus.
D’une part, il est immédiat que Cy > C(bs) vu la forme parti-
culiére de I’ensemble de dépendance d’une boule fermée établie

précédemment.
D’autre part, montrons qu’a tout point (z, t) € [: C(b¢,) on peut
By
associer m tel que (x,¢) €| Cpu.
En-{—l

Evidemment si ¢ > fo, (z, t) EE Cp, pour tout m.

Supposons < fo, alors il existe a(| « | = 1) tel que
(@ — @) X o + Ro(x) (¢ — to) > 7
Vu la continuité de o et de Ao(x) dans {« : | o I = 1}, il existe

une boule de E,
p={t:|E—a|<ee>0}
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telle que

@ — ) x 7+ a)(t—to)>r.

E B

Alors, pour tout m > 1/e, B contient au moins un centre az,x

:
|

d’une boule du recouvrement pour lequel
(® — 20) X og,m + ho(o,m) (t — to) > r

et (x, 1) EC Cu.

29. — Etablissons & présent les inégalités d’énergie relatives
aux opérateurs /(D) — D;.
Soit o un sous-ouvert borné de Q.
Nous reprééenterons désormais par
Cyp Pensemble de dépendance de wpg,
B, CrnQ, '
By, C; N Q,
B, ensemble .

Figure avec QC E,.
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Conformément & l’usage, nous représenterons encore par Bs,
s ==, 0 ou T, 'ensemble de E,

{x: (2,t) €Bs}.

a) Si i € V O N est fortement continu dans [0, + oof et fortemen-
dérivable dans 10, + oof et si iy, (D), Dsils € LEQ X 10, + oof),
alors @; satisfait & Vinégalité

7. |} 50 < || %o |[E @y — 2Re (D) — Delds, @e)ryo,  faxiosty
+A f || e [, cepdts
0

o% #y = lim %; lorsque t — 0, A est la plus grande des valeurs propres
de A + A* et Re f représente lo partie réelle de f. -

b) Sous les hypbtkéses précédentes, on a encore Uinégalité
. By <K@ ] %0 [[Lwy + [|#D) = Delile [[E0pn 0.1

ot K(r) = sup (1, &2 D7),
c) St i satisfait aux hypothéses précédentes, alors
+o T
I uwmwm@ﬂ<$%4wnu"VKm%vx
0 ; 0

X [|] o |Fymy + || LZD) — DeJits [Jr00n fx70, 40t
quel que soit ¢(t) € D(] — oo, TI).

Démontrons d’abord deux lemmes.

Si f(t) est une fonction réelle continue dans [0, + oof, g(¢) une
fonction croissante dans 10, -+ oo et st

~t
ﬂﬁ<ﬂﬂ+KJf@d&
0

dans 10, + oo, K étant une constante positive, alors

f) < e g(t).
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Considérons

Dy e s f sf (Wdu = — e = K fsf (w)du + ¢ f(s)
0 0

= e [f(s) — K | fladu]
0

(s)

g
g(t) e 7%,

NI\

gi t >=s.

En intégrant de 0 & ¢ les membres extrémes des inégalités
ci-dessus, nous obtenons

[ < (= 1K) g0 @ 1),
0
ce qui entraine
o)+ K [ furdu < gl
0
et & fortiori I'inégalité & démontrer.

N .
Considérons une union finie de boules de E,, U b;, avec
1

by = {x: lx—xi|<ri}.
‘Soit h, (s) une fonction de C,(E;), croissante et telle que

1sis>0,
M@:% (€>0)

0sis<<—c¢,
posons

N M
(1) =1 — n {1— ﬂ hJri — (x — @) X oi,m — Moow,m)(E—T)1}
=1 k=1

I1 est évident que cette derniére fonction converge pp. dans
En X 10, T[ vers la fonction caractéristique de 'ensemble de dépen-
dance de I'union de boules respectivement de centre z; et de rayon r;
lorsque €0 et m — .

Si 4 e VNN, alors a.ii; €V N N.

D’une part, si (E — P)i; e Va,, alors (B — Ploi; e VQD.
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En effet, si 42, identiquement nul dans un voisinage de Op,
converge dans V vers @, alors a.ul est aussi identiquement nul
dans un voisinage de Qp et

I OCE(’L—Z? - Z—Zt) H%’
< || (@ — %) | + 2 || Hlgrad o) (@ — @) |2
+ || 2 (D) (@ — ) |,

donc « @ converge dans V vers a.dis car o, <1 eb les dérivées
D, sont uniformément bornées par rapport a p.

D’autre part, si % satisfait & la condition de NEUMANN, alors
(o4 (D)agile, P5) + (ails, £ (D)PD)
| = (sd(grad a,)ils, P3) + (4(D)ike, 2.P) + (ssils, 4 (D)PD).
Le second terme du second membre vaut
— (i, /(D)Pu.?)

et ’expression de départ s’écrit, en développant ce terme,

°

(o (grad o,)ils, P3) — (i, o (grad «,)P3)
— (@, %A (DYPB) + (o.1is, £ (D)PD),

c’est-a-dire 0.

Démontrons la premiére inégalité d’énergie écrite en a) ci-
dessus.

Considérons ’expression

(4 (D) — Delde, ale) — (eiis, [£*(— D) + DeJide),

qui s’écrit également
(2 (D)iis, o ls) — (oihe, SL*(— DYidy) — (Deihs, wels) — (o, Ditls).

Comme #%; et a%; € VNN, le premier terme vaut

(ile, Z*(— D)aclis),
ce qui se développe en
— (s, o (grad a)ils) + (o7, S*(— D).
Le dernier terme peut s’écrire

(ﬁt, Z—itD;cx.s) —_ (ﬁt, Dﬂ.a’t—l:t).
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Substituons dans I’expression de départ et intégrons de 0 & =,
nous obtenons

— f [( (grad o,)iis, Ts) — (@Dus, i) 1dt
0

- (ﬁh OCE(.’L', T)ﬁt) + (?70, O(.s(.’I,', O)’ZL)()).
En calculant grad «, et Dsx, et en posant
Ui = Ty — (x — x@) X ok,m — 7\()(0(]5,7”) (t — T)

le premier terme de ce résultat s’écrit
N M N M
> > [ (TTo ~T [rutean

M
| Thet@)Da, he(@10) 17 (p,m) — Polepm)] i, a) dt
c=1

k£ p
Cette expression est visiblement négative ou nulle vu les pro-
priétés de k. et Xo. En la supprimant, on obtient 1'inégalité

(@, . (x, 7)) — (o, o (2, 0)o)
< — [ (0/D) — Ditie, x80) — (s, L2 #(— D) + Dy .
0
Cette inégalité se conserve si ¢ — 0 et m — + o0, en vertu du
théoreme de H. LEBESGUE car «, < 1 et a son support dans un
compact fixe de Eni1 lorsque ¢ est assez petit et m assez grand.

Comme, quel que soit ¢ << T, «, tend vers la fonction caractéristique
de P'union des ensembles de dépendance des boules

{x:]x—x¢|<m}rf,

pp. dans E,, nous obtenons & la limite
1% Ry <[] 0 |2, — 2 Re f (1 (D) — DeJils, ), sy
0
+ f ([A + A*Tiks, ihs)y,, gyt
0

ol les ensembles B;, s = 1, 0 ou ¢, sont les ensembles définis au
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début de ce paragraphe, relatifs & 'union finie de boules fermées
considérée.

Cette inégalité est vraie lorsque 'ouvert de départ est un
sous-ouvert quelconque de Q.

11 suffit de considérer une suite d’unions finies emboitées de
boales fermées tendant vers «_. et d’appliquer le théoréme de
H. LeBESGUE, I'inégalité étant vraie pour chaque élément de la
suite.

Si A est la plus grande des valeurs propres de A + A*, on
déduit aisément 1'inégalité a).

Démontrons I'inégalité b).

Appliquons I'inégalité de H. A. ScEWARz au second terme du
second membre de I'inégalité a), nous obtenons

— 2Re f ’ ([ (D) — Dy, @)}, (5, U
0
<2 [j || (/(D) — Doyits |[f,my 1" [ f | e |[2.cop 21"
0 0
Ut

< [ 11t ) — Doy [yt + [ .
0 0

Modifiée en fonction de ce résultat, l'inégalité a) entraine
- Pinégalité b), il suffiit en effet d’appliquer le premier lemme
démontré ci-dessus en considérant

f&) = || @ |[},c00

t
g(t) = ” o H%g(Bo) + f ” (7 (D) — D) ”%z(Bt) dt,
0

—
Ut

et
K =sup (0,1 + A).
La fonction g(f) est évidemment croissante et la fonction f(¢)
est continue car #; est fortement continu et les ensembles B; et

Biin sont contenus dans un ouvert borné fixe pour toute valeur

N

de |k| inférieure & une quantité fixée.

L’inégalité relative & la moyenne est une conséquence directe
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de I'inégalité précédente. En effet, on a avec les notations précé-

dentes

+o T
1 o0 |y < 500 | 000 [ 17 e gm
0 [0, T 0
< sup | o(t) 1 ngl/g(t) sup (1, et M2yt
[0, T] Yo

T
< sup | o) | g7(T) f sup (1, e+,
[0, T] 0

d’ott I'inégalité proposée.
Théoréme d’existence

30. — 11 existe une fonction s, solution du probléme, qui vérifie
les inégalités

12 Ry <K L]0 [mp + [ e [facantam o ap

o0 T _
|| ottt |3,y < teup | o) [ /Ko
\ 0 :

X [|| ?'_ZO Hiz(Bo) _{_} H ‘ft H%z(cmﬂ{ﬂx]o, +00[})]’
ot @(t) € D(] — oo, TI).
Notons que les fonctions, combinaisons linéaires finies de
fonctions de (V N N) ® D(E:), vérifient les inégalités d’énergie.
Etant donnés f; € LYQ x 10, + oof) et @ €L, en vertu du
théoréme de densité (§ 26), il existe une suite %" de fonctions du

type précédent telle que
A (D)d;" -

>

— Dy LEXpT=057, Jt 0
uy N ©o
Montrons que %;" est une suite de A. CaucHY dans
La{(Q X 10, 4+ oof) N Cr}.
Pour le voir, il suffit d’appliquer I'inégalité d’énergie b) &

0P e
U — U
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et de tenir compte de (I) , la suite considérée est ainsi de A. CavucHY
dans Lg(B;) mais également dans Lg[(Q X ]0, 4 oo[) N Cr] car le
second membre de I'inégalité d’énergie considérée peut étre rendu
indépendant de ~.

Soit %; la limite dans Io(B;) de %, montrons que

wr Uy
¢t L,[Q x 10, + o) O Oyl

En vertu de l'inégalité d’énergie b), nous avons

[|ap — 3¢ i mp <KMI]| 2 — 7 |},
T
+ f [(D) — D] @ — 72) | gap 1,
0

et, si p— 4+ oo, vu (I),

H Uy — U H%Z(Bt) < K(T) [H Uy — g Hiz(Bo)

T -
+ f |72 — (£(D) — Dyt |2, oyt
0

1l suffit alors de considérer l'intégrale de 0 & T de chaque
membre et d’appliquer le théoréme de H. LEBESGUE pour obtenir
le résultat.

Montrons que, si ; est une fonction construite par ce procédé
dans I’ensemble de dépendance Cp. & L'aide de la suite 3°, @; = o;
dans Cp N Cp N (Q X 10, - oof).

11 suffit de démontrer ce fait lorsque Cy c Cp.. En effet, si c’est
exact dans ce cas particulier, en considérant un ensemble de dépen-
dance O"T,, contenant Cp U C,'r,, alors, si #; est la fonction construite
dans Cp. & partir de @", @; = %; dans Cr et @; = 9; dans Cp et,
par conséquent, #@; = 9; = @ dans Cp N Cp N (Q X 10, + of),
étant entendu que I’on ne considére que les intersections des ensem-
bles de dépendance avec Q X 10, 4 oof.
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Figure avec QC E,.

Soit done Cr c Cp.
La suite 3} converge évidemment vers 3; dané
La(Cr 0 {Q X 10, 4 oo[})
pour tout Cr c Cp.
Considérons I’inégalité
[ = o || <[5 — || + || 8 — o || + || @ — 37 ||
la norme étant celle de La(Cr N {Q X ]0, + oof}).

Les deux premiers termes du second membre tendent vers 0

lorsque m — + 0.

La suite || #" — #7" || tend vers 0 en vertu de I'inégalité d’éner-
gie, il suffit d’appliquer le raisonnement tenu dans la premiére
partie de cette démonstration.

La fonction %, ainsi construite, est définie de proche en proche
dans Q x 0, 4 oo[ et € LY(Q x 10, + oof).

Montrons que #; est solution du probléme.
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Considérons 3 e Ve N N, ¢(f) € D(E;) et 'expression
+0 —+
[ ap, st~ DN + | @ v
0 0

Comme 4" VNN et 3 VNN, vu la forme de %", cette

expression peut s’écrire

+o0
f ([(D) — DJap, s3(t)dt — (@2, 33(0)),

0
en appliquant les théorémes démontrés au § 19 et apres intégration
par parties par rapport & ¢.

Par passage & la limite, on obtient

~ 40 -+
} (@, S*(— D)3)p(t)dt + j (@, 3)Deop(t)dt
| 3 :

+o
= [ wtrae — (@, o)500),
0

pour tout ¢ € D(E;) et tout 3 Ve n N.

La fonction #; satisfait done & I’équation intervenant dans la
seconde formulation du probléme:

Montrons que ‘

+oo
(E — P) f  dpltydte V4.
0
Puisque %" converge dans L3(Q x ]0, + oof) vers i; et
+o0 ‘
f o)t e VNN (cf. la forme de 4;"), tout sous-ouvert de
0

Q x 10, + oo[ pouvant toujours étre recouvert par l’ensemble de
dépendance d’un ouvert wg, il suffit évidemment de montrer que

(D) f+w@7;"cp(t)dt
0

est une suite de A. CavcHY dans Lg(w), quel que soit w.

On voit aisément que
+0o0 +o0 +oo
[t o) — Doyt = e + [ arpeoa
0 0 0
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d’aprés la forme de #%;". De plus, pour la méme raison, ’opérateur
&/ (D) peut sortir du signe d’intégration dans le premier terme du

second membre.

De 1&, nous déduisons les inégalités successives
| (D) f " @ — et ||gye
<1 ton0) — D 3 — e oy + 1|38 — o0 [
+1f 0+°° (@ — A)Dipdt |50

< K(y) f || (#(D) — Do) (@ — #f) || @ + | 9(0) | || B — 8 | |1y
[e]

+ KO | |7 = [yt
[e]
qui montrent que la suite considérée est de A. CavcHY dans La(w),

avec K(p) = sup | ¢ | dans ]0, + oof.
Pour obtenir les inégalités annoncées, il suffit d’appliquer les
inégalités d’énergie b) et ¢) aux fonctions de la suite qui détermine

i et de considérer la limite de chaque membre.

31. — Signalons un corollaire important du théoréme d’exis-
tence.

La solution 4 est fortement continue dans [0, + oof.

Nous avons vu, au cours de la démonstration du théoréme
d’existence, que %" convergeait dans L} vers #;, nous déduisons
aisément de la convergence dans L5(Q x 10, + oo[), la convergence
dans L) uniforme dans 10, T[ de %" vers #; pour tout T fini.

Considérons alors, avec la norme de La(w),

en — s || < || looen — @y || + || @ — @ || + || @ — @
<2sup || d — @ || + || @ — @ |
10, [

Il suffit alors de choisir m de maniére que le premier terme

du dernier membre soit arbitrairement petit et, cet m étant fixé,

de choisir » de maniére & rendre 'autre terme arbitrairement petit.
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Comme T est arbitraire, %; est fortement continu dans 10, + oof.
La continuité en 0 + est une conséquence de I'inégalité
0| < sup |3 — | || = 7 |+ [ 95— o
o, T

Fixons m de maniére que les termes extrémes du second
membre soient inférieurs & ¢/4 (¢ > 0 fixé). Cet m étant fixé,
choisissons ¢ de maniére & rendre le second terme inférieur & ¢/2,

le théoréme est donc démontré.

Ensemble d’action et support des solutions

32. — On appelle céne d’action du point (ou de sommet) (2o, to),
Pensemble
E(xo, o) = N {(=, ) : ( — 20) X o + Mo() (& — to) = 0},
la] =1

2o(x) étant défini au § 10.
Le cone d’action d’un point est évidemment fermé et convexe.
Etant donné un ensemble & quelconque de E,i1, on appelle
ensemble d’action de &, 'ensemble

C(&)= U (K(xo, to).

@ty € &
Entre les ensembles d’action et de dépendance, les relations
E, N€(6) =2,
CE;)N & =g,
CE;)NE() =2
s’entratnent mutuellement.

Montrons que les deux premiéres relations s’entrainent mutuel-
lement.

Si la premiére de ces relations n’a pas lieu, il existe un point
(z,t) de & dont le cone d’action contient (wo, to) c Ey N €(&) et
(o, to) satisfait & 1’inégalité

(o — ) X o + 2o(et) (to —t) =0

quel que soit oc(l o I = 1), qui exprime également que (x, ) € C(o, to).
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La seconde relation n’a donc pas lieu.
La proposition réciproque se démontre de la méme maniére.
- Montrons que les premiére et troisiéme relations s’entrainent
mutuellement.
Comme & c €(&), si E:;, N E(€) # o, alors C(Ey)) N €(6) # o,
en vertu de la premiére partie de cette démonstration. ‘
Si C(Eto) N E(&) # @, il existe un point (z,?) commun au
cone de dépendance d’un point (o, f) EE;0 et au cbne d’action
d’un point (y, 7) € & et le point (x, t) satisfait aux inégalités
(r — o) X o + Ao(a) (£ — to) < O,
| (& — ) X o+ 2ofa) (¢ — 7) =0,
quel que soit a(| o | = 1).
On en déduit que
(y — 20) X o 4 o) (v — fp) <O
pour tout oo | = 1).
Cette derniére inégalité exprime simultanément que
(y, ) € C(wo, to) c C(Ey ),
(%0, to) € By, 7) C €(&)
et les deux premiéres relations n’ont pas lieu.
Si (2o, to) et (x1, t1) € Epy1, on a foujours
d[ (o, to), € (w1, t1)] = d[C(o, to), (21, t1)],
o d(A, B) représente la distance entre les ensembles A et B.
Démontrons que
d[ (%o, to), € (21, £t1)] = d[C(wo, to), (21, t1)]-
Soit (x, £) un point de €(z1, t1), qui réalise la distance de (%o, to)
a €(x1, t1).
Cette derniére distance est également celle de (1, #1) au point
(21, t1) + (20, 20) — (z, £).
L’inégalité est alors immédiate puisque Pinégalité
[(#1 + 20 — @) — o] X a + 2o(x) [(t2 + o — ) — fo] < O,
pour tout oc([ o l = 1), exprime que (x,f) € G(x1, t1) et (21, f1) +
(@0, to) — (2, t) € C(zo, o),
Un raisonnement semblable établit I'inégalité contraire entre

les distances considérées.
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Si & € By X [0, + oo est fermé, alors €(&) est fermé.
Notons que, dans les hypothéses faites sur &, on peut remplacer
Vintervalle [0, + oof par [a, + oo, quel que soit a borneé.

Considérons (o, o) e[: %(&) et montrons qu’il existe une
Ept1
boule de E,; centrée en ce point et contenue dans I'ensemble
considéré.
En vertu d’une propriété précédente, on a
Clxo, o) N & = o.
Comme & c E, X [0, + oof, on peut évidemment se borner &
considérer o > 0 et remplacer C(xo, fo) par
C(#0, to) O { By X [0, + cof }.
Comme ce dernier ensemble est compact, on a
d[C(xo, to), €] = & > 0.
La proposition sera démontrée, si nous établissons que cela
entraine
d[(o, o), €(&)] > 0.
Si cette derniére distance est nulle, on peut déterminer une
suite { (Tm, in)} C €(&) telle que
d[(%o, o), (Tm; tm)] < 1/m.
Soit (Ym, Tm) C & le sommet dun céne d’action contenant
(@m, tm).
On a, & fortiori,
d[(xo, to), € (Ym; Tm)] < 1/m
et, en vertu du théoréme précédent,
0 < 3 = d[C(zo, to), &] < d[C(o, to), (Ym, Tm)]
= d[(xo, t0), € (Ym, Tm)] < 1/m,
ce qui est absurde.
Venons-en aux propriétés du support des solutions.
Si i est solution du probléme construite par le procédé précédent,

alors
[@:] ¢ €([@o] Y [f2)),

ot fi =0 sit<0.
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En particulier, si [4o] et [ f1n {(x, 1) :t =to} sont compacts
quel que soit ty fixé, alors s, en tant que fonction de x, est & support
coh@pact pour tout t.

Comme [#@] U [f;] est fermé et contenu dans E, x [0, 4 oo,
le complémentaire dans E,4; de son ensemble d’action est ouvert.

Montrons que %; = 0 pp. dans cet ouvert.

Quel que soit (y, t) dans cet ouvert, il existe une boule & »
dimensions

{(z,t) :t =74, x—y| <Le, e eb > 0}
entiérement contenue dans cet ouvert et dont I’ensemble de dépen-

dance contient
B={(@0):| @) — ()| <inf ()}
~ Comme l’ensemble de dépendance C_,, considéré ne rencontre
pas [#@o] U [fs], en vertu des inégalités d’énergie, i; est nul pp.
dans B; (¢ <+ + %), donc dans C_,, et en particulier dans {.
Ce qui établit le théoréme.

/‘\\ \
\ -

Figure avec QC E,.
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St @y est & support compact et si ftS[TO, 7,1(8) est & support compact
quel que soit le compact [To, T1], alors

+o
J Ho(t)dt
0

est & support compact quel que soit o(t) € D(Eq).
Si [o(#)] c [To, T1], nous avons

[ et < e o0 | [

quel que soit w.
Si C(wr,) ne rencontre ni [%o] ni [ ftB[O, 1,1(£)], le second membre

Orm,, w1 ()t

de Vinégalité est nul. D’ou le théoreme.

Figure avec QC E,.
Unicité de la solution

33. — Si %, est la différence de deux solutions du probléme,
alors #; est solution du probléme caractérisé par les données au

second membre et initiale nulles.
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L’unicité de la solution est donc régie par le théoréme suivant.

Si iz est solution du probléme posé avec les données nulles alors
Uy = 0 pp. dans Q x 10, + oof.

La fonction #; vérifie donc 1’égalité

4+ +0
f (s, *(— D)B)p(t)dt + f (tis, B)Dsp(t)dt = 0,
0

0
pour tout e Ve N N et tout o(f) € D(E).

Soit U; une solution du probléme relatif & I'opérateur
A*(— D) + D; posé avec donnée au second membre nulle et
donnée initiale f(z) e L$, construite par les procédés explicités dans
le théoréme d’existence. '

oo
Vules théoremes relatifs au support, le support de f _ Urp*(t)dt
0

est compact, o*(t) € D(E;).
Cela entraine que
+o0

=

Usp*@)dt e Ve NN
0
puisque les fonctions de V? & support compact sont dans V¢ et
Ve N NI¢ = Ve n N.
Dans I’égalité vérifiée par #;, nous pouvons donc remplacer &
par

+o
Utcp*(t)dt.
0
Quel que soit s € E; et borné, nous pouvons remplacer o(f)
par o(f — s) et @*(t) par ¢*(t 4 s) car ces fonctions restent dans
D(E;) par rapport & ¢.

Les intégrales
+c0

4o _,
f Up(t — s)dt, J Usp*(t + s)dt
0 0

sont indéfiniment fortement dérivables dans E; par rapport & s
et, par exemple

+oo +o
D? f Uep(t — 8)dt = f U4 DPo(t — s)dt,
0 0
comme on le vérifie sans peine.
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Aprés ces modifications, 1’égalité de départ s’écrit

+0 +oo
([ iigte — syt 7%= D) [ T Vet + )
0 0

— f " @Dso(t — s)it, f "Bkt + s)de).
0 0

Les deux membres de cette égalité s’annulent si [ s l est assez
grand car I'un des supports [o(t — s)], [¢*(¢ + s)] ne rencontre pas
[0, + ool.

Ils sont de plus dans D(E;) car les deux facteurs sont indé-
finiment fortement dérivables (cf. § 6). '

Il vient ainsi

+oo +oo - - e
f ds (J Usp(t — s)dt, o/ *(— D) f Usp*(t + s)dt)
0 0

—C0

+c0 -+ o0 s
= f ds ( f @Dso(t — s)di, f Tio*(t + s)dt)
—0 0 0

40 4+ . Foo
- — j ds ( f Bep(t — s)dt, f TiDso*(t + s)dt),
—w 0 0

en intégrant par parties.
Le premier membre s’écrit

+o +oo +oo
ds(Z (D) f Asp(t — s)dt, f UDsop*(t + s)dt),

—w 0 0
puisque

+o

f Agp(t — 8)dt € Vo N N'°

0

et

+o
f Tyo*(t 4+ s)dt e Ve N N.
0

Vu I’équation vérifiée par Uy, cette égalité entraine que
“+oo +o© N
ds ([ gt — 9, Fre*e) = 0
0

—0
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pour tout fe L; et tout ¢ € D(E;), c’est-a-dire, puisque I'intégrant
€ C,(E1) comme fonction de s,

( f Tplt — s)i, ) = 0,

pour toute valeur de s et en particulier pour s = 0 (d’out Pannu-
lation de la moyenne pp. dans Q). On en déduit que

’ (ﬁb f) =0
pour tout fe LS, donc % = 0 pp. dans Q X 10, + oo[.

Une propriété remarquable de la solution

34. — Si Uy est solution du probléeme,
F(t) € Cu(la, &) N Co([a, b])
4B (), @D:F (), fF(E) e La(a, b]; L),
si, de plus, D;F(t) € Co([a, b]), alors

et st

b
a) f %F(t)dt € Vo N Nloe,

b)
b b b
(D) f @ F(t)dt + f %D (t)dt = f JE@O)dt + P () — @aF(a),

a
la,b[ étant un ouvert quelcongue de 10, + oo (st Ja, b[ est borné,
les hypothéses d’intégrabilité sont toujours vérifides).
La démonstration de cette propriété est subordonnée 3 trois
lemmes.

a) St F(t) € Co([a, b]), alors

, F(t)
lim F(s)pe(t — s)ds = ) F(t)/2 3,
>0 a
0
tela, b
lorsque { t = a ou b, si b est fini }, p.(t) étant la fonction intro-
t¢la, b] "
duite au §5.
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Posons

[ F@et — s = @3 .

Si ¢ ¢ [a, b], alors, pour ¢ assez petit, (F3 % p.); est identique-
ment nul car [p.] = [— &, €]
Si ¢t €la, b, considérons

b
f [F(s) — F(h)out — 5)ds.

Si ¢ est assez petit, | F(s) — F(t) | < n(c) puisque
s € [pe(t — 8)] N [a, b] et F(s) € Co([a, b]).

Le module de cette intégrale est donc majoré par
a
2@ [ le — s
b

qui tend vers 0 si ¢ tend vers 0.
On en déduit le lemme car, si ¢— 0, & partir d’une valeur
assez petite de ¢, on a ‘

b
f pe(t — 8)ds =1,

a

et, si t = a ou b, si b est fini, cette intégrale vaut 1/2.

b) 8i 4 € LYUQ X 10, + oof) et est fortement continu dans [a, b],

alors
b Uy
lim Uspe(t — s)ds = | 42 ),
Lg a 0
>0
tela, o[
lorsque { t = a ou b, si b est fini g
t ¢[a, b]
Considérons

b
I f (@ — Tpult — 5 [|g, 0
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Cette expression est bornée par
b
[ 11 = @l e — 51
a

Si ¢ ¢ [a, b], alors pour ¢ assez petit, cette majorante est nulle.

Sit ¢ [a, D], cette majorante tend vers 0 avec  vu la continuité
forte de #; dans [a, b]. La démonstration se termine comme dans

le lemme précédent.

c) Si[a, b] est compact, F(t) € Co([a, b]) et @ € LE(Q X 10, +-o0[),
alors

+o0 b
J‘ ’L_L)t(FS * pa)tdt EZ f ﬁtF(t)dt
0

a

"En effet, .
A@(FS % o)t € La([0, + oo ; LY)
car

b
ll ﬂt(FS * PS)t HLz(w) < H ﬁt HLz(w) [Sug [ F(t) l f Pa(t - S)dss[a—s, b+-s](t)
a, a

<K H s ”Lz(m) 8[&0—50, b+so](t) € Luy([0, + oof),
puisque a, b et ¢ sont finis, K étant une constante.

De plus
b
1 oo | [ F@Ioult — ) — 3,000 |
converge pp. vers 0 en restant majoré par
12t lloor 2 590 [T | 310y 42,1 & La((0 oD,
a,

lorsque = tend vers 0.

Comme

40 b
[ 3t Fereutt — 91ds — P03, (0 1,0
0 2

+oo b
< [ o | [ F@loutt — s)s — P03, | 0

[
il suffit d’appliquer le théoréme de H. LEBESGUE pour obtenir le
résultat.
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Venons-en maintenant & la démonstration de la propriété
annoncée.

Supposons d’abord [a, b] compact.

Dans I’équation satisfaite par #; (seconde formulation du pro-
bléme), nous pouvons remplacer ¢(¢) par (F8 % p.).

Comme

Di(F3 % p.)s = (F3 % Dsp.)e
= — [F)put — L + [(DF) * 0.1,

on a

+co
f (’I,_Zt, ﬁ)Dt(Fg * ps)tdt
0

= {[(@s, 9)3pg, 1eor(O)] % e Jal (@) — {[(#e, D)3}y, 4oo(0)] % pe JoF(b)
[ s oD ¢ e
0

En tenant compte des résultats précédents, la relation consi-

dérée s’écrit

f+w (@, L*(— D)B) (FS % p.)edt -+ f+w (s, 3) [(DsF)S % pcedt
0 0 ;

= (| Fu®3% p)edt, 8) — (Ho, B) (FS % p.)o
0

+ ([0, 4eo(®) % el DIF(D) — ([HsBg, 4o (B) % pelas D)F(a). (%)

Appliquons les lemmes précédents aux termes des membres
de cette égalité.

Sia> 0, (F§% g.)o finit par s’annuler identiquement lorsque
¢ tend vers 0 et dans les autres termes, les produits de composition
se remplacent par les fonctions composées avec pe.

Si @ = 0, la somme des deuxiémes et quatriémes termes du
second membre converge vers

(o, B)F(0)
et, dans les autres termes, les produits de composition se remplacent

encore par les fonctions composées avec p..
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On obtient ainsi

[ " (i, 4%(— DYSF (it - f ' (@, 5)DFt

Yo .

- (o OF ()it — (@F(@), 3) + @F®), 5). (k%)

Dans le cas de [a, + oof, on établit la formule précédente pour
tout [a, b] borné et on utilise la propriété suivante.
St
@ € LYQ X 10, + wof), G(t) € Co([a, + oof), 3:G(8) & La([a, + oof ; L),
alors
b +o
tim oo = [ acwod

Lg a @
b—>+00

Il suffit de constater que
b +-0 +o
| [ oG — [ oGt [ < [ 9 e | 60
[ [ b

et d’appliquer le théoréme de H. LEBESGUE au second membre.

Tout revient donc & substituer + o & b dans la relation
obtenue lorsque b est borné. On remarquera que (i, 3)F(b) tend
vers 0 si b — + oo, car %;F(f) est intégrable dans [a, -+ oof.

La relation obtenue montre que
b
J aF(@)dt e Vo
satisfait & la condition de NEUMANN locale et, en outre, puisque
DQ) c VgD, % satisfait & la relation proposée dans I’énoncé.

Montrons enfin que

b
(E — P) f @ E ()t € V.

a

Si [a, b] est compact, nous savons que

b
(E — P) f U(FS % po)dt € Vg .

a
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et nous connaissons la valeur de
+ o
<7 (D) f (B3 % p.)sdt
b

& partir de la relation (%) établie ci-dessus.
Cette relation montre que
+w b
(D) f 4(F3 % pc)edt 1k /(D) f P (t)d,
0 a

la valeur de cette limite étant obtenue & partir de la relation (%%).

Il s’ensuit que

+eo b
(E —P) f (S % p)edt z> (B — P) f ()t
0 a

~ et cette limite est dans Vgn
Dans le cas de [a, + oof, on établit le résultat pour tout com-
pact [a, b] C [, + oof et on raisonne de la maniére précédente a
partir de
b +o
f wF(t)dt, J a R (E)dt,

. a a
de la relation (%%) et de la relation écrite dans I’énoncé et établie

ci-dessus.
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CuariTrE IV

PROBLEMES STATIONNAIRES
ET PROBLEMES D’EVOLUTION

- Opérateur de Green

35. — Considérons le probléme posé avec le second membre
nul. ; , ;

On appelle opérateur de GREEN, I'opérateur H;, qui, appliqué
a la donnée initiale %o, donne la solution de ce probléme :

Hio = .

Propriétés de I'opérateur de Green

36. — L’opérateur H; e B(Ly > L) pour tout t (*).

C’est une conséquence de I'inégalité d’énergie qui s’écrit
|| o [[f, 5y < K (0) || o [},

Il est possible d’améliorer cette inégalité.

Considérons I'inégalité d’énergie a), elle entraine
2 2 ! Il 2
— ! — P> | —
Bty [y <[]0 [t + A [ || il |y,
0

comme on le voit en reprenant la démonstration de l'inégalité
d’énergie b) (§29, p. 57), ol on se borne & ne considérer que la
premiére majoration rencontrée, et en I'appliquant & la suite %"

définissant Hyidy.

(*) On représente par B(Lg-»Lg) Iensemble des opérateurs bornés
agissant de L2 dans L.

76



Par un raisonnement semblable & celui tenu dans la démon-
stration de Iinégalité d’énergie b), on voit que I’on peut remplacer
K(t) = sup (1, etV

par
K'(t) = sup (1,),

dans I'inégalité d’énergie relative a Hiio.

37. — 8i Popérateur <7/ (D) est & coéfficients réels, alors
Hytlo = Ho.
Dans

400 +o0
J’mwwmewaj<%mmww=@wmw
1] 0

nous pouvons, sans Testriction supposer @ et ¢ réels.
En conjuguant les deux membres de cette égalité, nous dédui-

sons que-] Hiio est la solution du probléme correspondant & la donnée
initiale i et, par conséquent, la propriété vu le théoréme d’unicité.

38, — Si #@ge Vo NN, glors Hyipe Vo N N ef
H[.o7(D)io] = o (D)Hilo
En vertu de la propriété établie au §34, en considérant
F(s) = 8,5y (5), on 2

D) f " HL[/(Dyio)ds — Hiot (D)is] — (D)o,

ce qui peut s’é(jrire
H/[.o# (D)io] = /(D) { o + f M (Dyilds). ()
D’ou ’

[/(D) — D {70 + f " ML/ (D)iglds} = 0

et, puisque "
o + [ HLLo/ D)oYl = o,

nous déduisons que ’

t
%+fmwmm%
0
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est une solution du probléme posé avec second membre nul. Vu
le théoréme d’unicité, elle s’écrit Hii,.
La relation (I) ci-dessus s’écrit
Hyof (DYiip = o/ (D)H idy.
De plus, 1’égalité
Hiig = 4o + f t H,.7 (D)iiods
0

entraine que Hiiig e Vo N N ot est fortement dérivable dans
10, + oof (§5, §31).

39. — Dans les conditions du paragraphe précédent, on
DHip = o/(D)Hidy,

ot DeHyiiy est la dérivée forte dams 10, + oof, fortement continue dans
[0, + oo.

C’est une conséquence immédiate du paragraphe précédent et
des théorémes rappelés & la fin de ce paragraphe.

40. — 8¢ o, (D)o, <7 (D)o, ... € Vo N N glors
DPH iy = o/?Hidy, D?H o/ %y = DP+2i,
les dérivées étant des dérivées fortes dans 10, + oof.
Il suffit de reprendre les raisonnements tenus aux §§ 38 et 39,
les données initiales étant successivement gy, L 3uy, ... .
On a en effet

H; o/ = A H ol P17y = D Huo/p-13) = ... = D?Htﬁ().
41. — L’ensemble {H;:t > 0} constitue un semi-groupe, ¢ est-
a-dire que

H:Hy = Hypy.
Soit %€ Vo N N, Nous avons, en vertu de la propriété
remarquable (§ 34),
¢
H,H, i — Hyiip + /(D) f H,Hyiiods
0
et
t+¢
Hipitly = 4y + (D) Hods.

(4
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Le second membre de la derniére égalité peut s’écrire

v ' t+t
o + of (D) Hs#ods + K4 (D) Huods
0 t
ou encore

2
Ht"lj() + M(D) j Hs+t"z'iods.
0

Comme g € Vo N N°¢, I'opérateur /(D) peut se mettre sous
le signe d’intégration. En prenant ensuite la dérivée forte, on
obtient

DiHypiip = & (D)Hiio
et, d’autre part,
o [Herik), = Hetdo. ,

11 VI\'éSlllte de ces considérations que Hyydo et H:Hy o sonf
des solutions du probléme posé avec second membre nul eb donnée
initiale Hyiio € V2 N N°°. Vu le théoréme d’unicité, ces fonctions
sont égales.

Si %o e LY, soit %" une suite définissant Hiiio, on a

Hirtiy = HHyug,
puisque #* eV NN c Vo n N,

En vertu de I'inégalité d’énergie, cette relation a lieu avec %o

au lieu de @2, ce qui démontre la propriété de semi-groupe.

Produit de composition par H;

42. — On appelle produit de composition par H; 'expression
t .
(Hvs * fs)t - f Ht-—sfsds.
0
Cette intégrale existe pour tout ¢ borné car, en vertu de I'iné-
galité d’énergie

| Heesfs {frym < VE(t—9) || fs |lemy

ou encore, en considérant les définitions de B:—s et Bo,

| Hindfs [ < VEC— ) || [l
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le dernier membre de cette inégalité étant mtégrable localement
dans [0, 4+ oof, ainsi d’ailleurs que son carré, et

¢ N 2 .
| [ et gy < [ VEG= 9 ]|
0 0

R
SVED [ s leqmot
0

43. — Si- A (D) est & coéfficients réels, alors
(Hs # fo)e = (H % fo)e.

C’est une conséquence immédiate du § 37.

44, — Sit=0 4, alors (Hg% fs);— 0 dans 12,
C’est une conséquence du théoréme de H. LEBESGUE appliqué
en considérant les inégalités du § 42.

45. — Le produit de composition par H; est fortement continu
dans [0, -+ oof.
En effet,
t4h

Y t 3
H Hen-sfsds — f Hysfsds HLz(Bt)
0

0

Lz(Bs)dS J

. no
< sup [V, VET T ]| [ B[F

4 3
+ [ s — B o s
0

Les termes du second membre de cette inégalité tendent vers 0
en vertu du théoréme de H. LEBESGUE et de la continuité forte
en ¢t de Ht_sfs (t > s).

La continuité en 0 - est établie au paragraphe précédent.

46. — Si fie LYQ x 10, + oof), alors (Hs % f); est solution du
probleme posé avec second membre f; et dommée initiale nulle.
Soient e Ven N et ¢ € D(E,).
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Considérons

+0 +-o0 13 N
f f H; fsds, Z*(— D)d)o(t)dt + f ( f H-sfsds, 7)Dyo(t)dt

_ f ds(Hz—sfs, A+(— DYd)plt)+ f Cds(Hy o, 9)Dio).

En vertu du théoréme de G. FuBiNI, le second membre s’écrit

o0 #—oo 5 4+ +c0 N
f ds f (Hj—sfs, & *(— DYD)o(t)dt - f ds f (H;—sfs, D) D (t)dt
0 s 0 8

Effectuons le changement de variables
t—s=u,
: - s = w -
reguher d’ ordre mﬁm entre les ouvert
{(t,8):t> s> 0}, {(u, w) :u > 0, w> 0},
et dont le Jacobien vaut 1.
On obtient ainsi

f +°°dw[ +°°(Hufw, A*(— DYB)o(u + w)du
0

0
+o R
-+ f (Hyfw, 7)Due(u + w)du].
0

L’expression entre les crochets vaut

(i D)0 (w)
car Hy,f, est la solution du probléme posé avec second membre

nul et donnée initiale fw

L’expression de départ est donc égale &

Fo
f (Fur D)0,
0

pour tout e Ve N N et tout ¢ € D(E,).

Le théoréme sera donc démontré si

(E~P)f (H, % fi)ep(t)dt € Vg
0
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C’est une conséquence de la remarque précisant le théoréme
du §19, p. 38; on a en effet

+oo .
(E—mj<m*mmmmw,
0

(E — P) (Hs % fi)e € Vogp,
(Hs % fs)e € LY (Q X 10, + oo[),
/(D) (H % f)e e L (Q X 10, + o)),

vu la définition de H; et la propriété remarquable (§ 34).

47. — Si fre Vo NN, alors (Hs% f5);€ Ve AN et est faible-
ment dérivable dans 10, + oof.
Nous avons vu (§38) que si ;e V2 N N, alors
Hysfs € Vo N NIo°,
Ceci corréspond en effet & la solution du probléme posé avec
la donnée initiale Uy = J; € Vo n N*¢ et le second membre nul.
On a done

(Hp—sfs, L *(— D)3) = (Z(D)Hysfp, 3),

pour tout ¥e Ve N N, ou encore
f Ht—sfsds M*(— D)v j &7 Ht—sfsds 7))
et
¢ R ¢ .
D) f Ht—sfsds = f M(D)Ht—sfsds,
0 0

puisque D(Q) c Ve n N.

En vertu de la propriété démontrée au § 34 appliquée a Ht_sfs,

on déduit que
(H; % fi); € Vo N'oe,

L’égalité vérifiée par (H;# f5); se maintient évidemment si
nous remplacons 7 par e D(Q). Vu ce qui précede, nous déduisons
lexistence de la dérivée faible par rapport & ¢ dans 10, 4 oo et
sa valeur

Dy(H; % J?s)t = (D) (Hs % fS)t - fta
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~ 48. — Les considérations précédentes nous permettent d’affir-
mer que la solution du probléme de D — N, posé avec second membre
ft et donnée initiale Uy, s’ écrit
Hyilo + (Hs % fo)r.
St @ et fr e Vo N, cette solution € Vo N N'°, est faiblement
dérivable et »
[/(D) — D] [Heilo + (Hy )] = fu

Probléme de Dirichlet-Neumann global

49. — Le probléme de D — N global relatif & l'opérateur
/(D) — Dy est le probléme de D — N caractérisé par

a) la donnée au second membre f; € T ([0, 4+ oof ; Le),

b) la donnée initiale Ug € Lo,
Q étant un ouvert connexe de E,. ;
Remarquons que, si Q est borné, le probléme est toujours un
probléme global.
Le théoréme suivant caractérise la solution d’un tel probleme.
La solution 4 du probléme global est telle que
a) e € L ([0, + oof ; L),

ce qui entraine en particulier que
-+
f Ao (t)dt € L,
0
pour tout o(t) € D(Ey),
b) f Uip(f)dt € Vig_p, Qp?
. .
pour tout oft) € D(E),

-0 +c
) ( f Trp(t)dt, o/*(— D)d) + ( f Do (t)dt, 7)
0 0

Foo
= ([ Tttt 0) — (qop(0). ),
0
pour tout 3V NN et tout ¢ € D(Ey),
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d) HﬁT||%2<K(i-) H%H%ﬂ‘ HftH%z(QX]O,T[)’
pour tout T > 0 fini, T > =,

+ , T
| [t 2, < sup o) | [ Kieyanp
0 [0, T] 0

X ([ 7o [, + || 2 [F 10, 20>
ot T est tel que ¢(¢) € D(] — oo, TY).

Les résultats a), d) et e) s’obtiennent en appliquant le théoréme
de B. Luvi aux premiers membres des inégalités obtenues dans le
théoréme d’existence (§ 30), en considérant une suite d’ensembles
de dépendance Cp de {(x,T):2 € wn}, T étant choisi tel que

[e®)]c] — oo, T et om étant une suite d’ouverts embon;es dont

 T'union recouvre Q.

La relation c) est vérifiée pour tout & e Ve N N, puisque ;
est solution du probléme. Vu la densité de Ve "' N dans VN N
et la continuité du produit scalaire de Ly, la relation c) est vraie
pour tout eV N N.

On déduit de ¢) que la moyenne de % est dans V.

Comme V N Vo = V¢

ay le résultat b) s’ensuit.

50. — Le théoréme précédent montre que le probléme de
D — N global consiste & déterminer %; € LY%([0, -~ oo ; L) tel que
7 satisfasse aux conclusions b) et ¢) du théoréme précédent, f; et o
étant donnés respectivement dans LL°([0, + oof ; Le) et Lg, ou, ce

qui est équivalent, tel que

+oo
a) f Up(t)dt e VNN,

oo
#(D) j Tt dt+j @Dt = | feolidt — Tup(0),
0

pour tout ¢(t) € D(E;), les données répondant aux mémes condi-

tions que ci-dessus.

La solution, du probléme global posséde évidemment toutes .
les propriétés démontrées dans les chapitres précédents. On peut
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cependant préciser ces propriétés en substituant partout Le, V et N
respectivement &
L‘g 2} V{ 2 } Nloc

2 2

et Q& 'w
Remarquons en particulier que le théoréme d’annulation (§ 25)
est un théoréme d’unicité de la solution du probléme global.
Notons enfin que lopérateur H; e B(La — Lg) et

|| Eto [lr, < K@) [[ o [l

51. — Dans la suite, nous ne considérons que le probléme

global.

Les propriétés invoquées seront toujours les propriétés préci-

sées comme nous indiquons & la fin du paragraphe précédent.

Probléme stationnaire relatif a I'opérateur — 7(D)4-2z,2eC

52. — Le probléme de D — N relatif & I’opérateur — o/ (D) + 2
consiste & déterminer % € V N N tel que
(— (D) + 2)i = o,
@y étant donné dans Lg et Rez > k = sup (0, A/2), A étant la
plus grande des valeurs propres de A - A*.
Si elle existe, la solution de ce probléme est unique.

En effet, puisque % € V N N, nous avons
2Rez H U Hz = (24, %) + (U, %)

= (@0 + A (D)4, %) + (@, 1o + (D))
= (o, @) + (&, %o) + (L (D)4, %) + (@, (D))
= (to, @) + (&, %o) + ((A + A¥)d, @).

On a donc l'inégalité

2Rez| 2

| =
|
‘

d’ou

12| < ey [0
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si Rez > k, ce qui entraine I'annulation de # lorsque %@y = 0 et
Iunicité de la solution.

53. — Nous prouvons l'existence de la solution de ce probléme
en la construisant & partir de la solution du probléme d’évolution
relatif & /(D) — D;.

Nous définissons I'opérateur G, pour Rez > k en posant

+0
Gily = f ¢ “Hyilodt.
0

L’intégrale (évidemment & valeur dans Ls) ci-dessus existe et
G, € B(Lz — Lg).
En effet,
e |

et

< ¢ Re || Heilo || < e ®ezr || 'ZZOH e 14 ([0, + oof)

1

[ Gatio || < o |

o ||

L’opérateur G, donne la solution du probléme considéré.

En effet, en vertu de la propriété remarquable § 34 (insistons
sur le fait qu’il s’agit de la propriété modifiée en fonction du pro-
bléme global), la fonction Gl e V N N et

A (D)Go — z Grip = — o,

ce qui démontre la proposition.

54. — Considéré comme agissant de Ls dans V N N,
G,eB(Le—V N N).
On a en effet
|| (— (D) + 2)Gelo || = || %o ||,

dont on déduit successivement
— . 2 il =
|| < (2l 1) |

et

\/(lz’—{—Rez—kF—{—lH_) I

HGZ%HV< Rez — k
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55. — 8i GoeV AN, alors
(— (D) + 2)Gylio = G(— (D) + 2)iko.

En effet, sous cette hypothése, e#*Hiipe VNN (§38) et
400

2/ (D) J +we—Zthﬁgdt = J e~ Ho/ (D)o = G.oZ (D)ido.
0 0
56. — Si Rez et Rez > k,

G, — Gy = — (2 — 2)GGy.
En particulier GGy = GyG.
Quel que soit % € L, on a
Guily = Gy(— (D) + 2')G 4o,

et comme Gyiige VANCYV, il vient
Geiip = (— A (D) + 2')G.G %o
— — A (D)G:Grily - 2 GG,
Or
— A (D)GGrilp = Grilo — 2 GGz,

d’ou la propriété.

57. — Considéré comme agissant de Ly dans V N N, Uopérateur
G est holomorphe & gauche dans {z: Rez > k}.

Montrons que (G.f, §)v est une fonction holomorphe de z, dans
Pouvert précisé ci-dessus, quels que soient f et § respectivement
dans Lg et VN N.

Il suffit de montrer que

]. EY > >
!‘}b [(Gainf, G)v — (Gof, G)v] + (G2, §Iv |0
lorsque A — 0.
Vu le paragraphe précédent, 'expression considérée s’écrit
| — (GeenGef, G)v + (G2, v | = | (GG — Cenl, G)v |
et est bornée par

V(|z|+ Rez — k)?
Rez — k

L h ] GG || ] 9 |
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V(2] +Rez—k)2+ 1 1 1 . R
(| 'Rez—k) {h’Rez—kRe(z_}_h)‘_kaHHgHV’

qui tend vers O lorsque % tend vers 0 dans C.

. 88, — Lopérateur G, e Cy({z:Rez < k}).
C’est une propriété des opérateurs holomorphes d’un espace

de HiLBerT dans un autre (éventuellement lui-méme) [12, livre I :
VII et VIII].

A partir du résultat du § 56, nous déduisons que
DG, = — G2
et, par récurrence,
D2G, = (— 1)p pt GPH1,

59. — L’exp¢éssion Re (G, o) est positive pour tout iy € Lo.
En effet, considéronks
(Galo, Wo) + (%o, Gotlo) = (Grilo, [— (D) + 2]Gyilo)
+ ([— (D) + 2]Go, Gido)
> (2Rez — A) || Gauo |,
puisque Gr2lo e V N N.

60. — L’opérateur G, n’est pas hermitien.
En effet,
(Gef, §) = (Gef, [— (D) +21Geff) = ([(D)—(A+A%)+2]Gof, Gug)s
puisque G.f et G,jeV N N.
De 13 la proposition puisque G,f n’est pas solution de
[/(D) + (A + A)* + zja = f.
Remarquons qu’il découle de la démonstration précédente que

Uopérateur G, adjoint & G, associe & toute fonction de Lg la solution
du probléme relatif & I'opérateur

— *(— D) + &
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Définition de P'opérateur G,
indépendamment de ’opérateur H;

61. — Nous démontrons l’existence de la solution du probleme
stationnaire considéré ci-dessus (§ 52) abstraction faite de toute
étude du probléme d’évolution relatif & /(D) — Dy,

L’ensemble

{’L_L)oiﬁo =[— (D) 4 Z]ﬁ,ﬁEVﬁN}
est fermé dans Ls.

Soit #% une suite de A. CavcHY dans Lp d’éléments de la
forme

Wy = (= A(D) 4 2)ur, u»e VNN

Il suffit d’appliquer & #? les raisonnements des §§ 52 et 54
pour constater que cetite suite de A. CavcHY dans V.

Comme V N N est fermé dans V, on a

lim @2 = (— (D) + 2) lim @2,
A%

LZ
avec lim #? e VN N.
v
62. — L’ensemble précédent coincide avec L.

Il suffit de montrer que toute fonction de Ls orthogonale &
tous les éléments de cet ensemble est nulle, puisque cet ensemble
est fermé dans Le.

Soit ¥ € La tel que

(3, (A (D) — 2)i) = O,
pour tout ¥ eV N N.
Comme D(Q)cV N N, alors
A (—D)y =273
ot
(8, (D)) = (ZL*(— D)3, u)
pour tout #€V N N.
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On en déduit que & €V et satisfait & la condition de NEUMANN,
en reprenant le début de la démonstration du théoréme de densité

(§ 26) ou I'on remplace respectivement
[ Foto, f JiDeoydt,  Go(0)
0

par 3, 23 et O.
Nous avons alors en particulier
(3, (L(D) — 2)3) = 0
ou encore
2Rez || 3|2 = ((A 4 A%)3, 9)
vu la valeur de 2/(D)3.
Comme Rez > A/2, il sensuit que 3 =0

63. — Il résulte de ce qui précéde que fout élément iy e La

s’écrit de manitre unique
Uo = (— A (D) + 2)u, e VNN.

Lopérateur (— /(D) + 2) agissant de VN N dans Ls admet
donc un inverse agissant de La dans V N N.

Nous définissons U'opérateur G, comme Uinverse de (— 2/ (D)--z).

L’opérateur G, posséde toutes les propriétés démontrées pré-
cédemment : le théoréme d’unicité (§ 52) montre que G, € B(Lz—>~Lz)
et donne une majoration de la norme de G, ; toutes les autres démon-
strations (§§ 54 & 60) restent inchangées.
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CHAPITRE V

OPERATEURS MATRICIELS
DE DERIVATION HYPERBOLIQUES
DU SECOND ORDRE

Opérateurs matriciels de dérivation

64. — On appelle opérateur matriciel de dérivation hyperbolique

du second ordre tout opérateur de la forme

L(D, Dy) = D? + AD; + B + [«/*(— D) + Cl#(D),
ol .oZ(D) est un opérateur différentiel du premier ordre & coéfficients
constants, A et B deux matrices carrées constantes et C une matrice
constante de méme forme que &7*(— D).

Notons que si M:“(— x) Zx) est hermitien défini négatif et
posséde des valeurs propres distinctes pour tout x € E, et £ 0,
on retrouve des opérateurs totalement hyperboliques de la théorie
classique [8].

65. — Les espaces V considérés dans la suite seront toujours
associés & /(D).

Nous dirons qu'une fonction # satisfait & la condition de
Nrvmany relative & L(D, Dy), si

" ([Z*(— D) + Cl/(D)i, 3) = («(D)i, [ (D) + C*]9),
pour tout g€ Vg , avec la décomposition habituelle de Q.

Remarquons que cette relation est équivalente &

(*(— D) A (D)i, 7) = (L (D), o (D)d).

Cette condition, vérifiée chaque fois que ¥ est & support com-
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pact dans Q, généralise visiblement la condition de NEUMANN qui
devient

AL*(— i) Z(D)i = 0 sur O,
lorsque-les conditions d’application de la formule de GREEN sont
remplies, 7i étant la inormale 4 Q en x € Q.

66. — Si nous considérons I'opérateur adjoint & L(D, D), &
savoir
L*(— D, — Dy) = D2 — A*D, + B* + M*(— D) [/ (D) + C*],
la condition de NEUMANN relative & cet opérateur s’écrit

(/*(— D) [#(D) + C*]i, 9) = ([#(D) + C*u, #(D)3),

- ou encore

([#*(— D) + C][#(D) + C*]u, 3)
= ([«/(D) + C*]a, [«/(D) + C*9),
pour tout de Vg . ‘ '

Nous qualifierons cette relation de condition de NEUMANN
adjointe, étant entendu qu’il s’agit de la condition de NEUMANN
relative & I'opérateur adjoint & L(D, Ds).

De méme, le probléme relatif & cet opérateur sera appelé
probléme adjoint.

Il est évident que L*(— D, — D;) est du type L(D, D;) et
les espaces V coincident.

Si % satisfait & la relation généralisant la condition de NEU-

MANN uniquement lorsque @€ V§_, nous dirons que % satisfait &

D’
la condition de NEUMANN locale. 11 est évident qu’il suffit, dans ce
cas, de considérer

#e Vo,

oA*(— D)o/(Dyi e L2,

67. — Donnons deux exemples importants d’opérateurs =/ (D)
engendrant des opérateurs hyperboliques du second ordre.
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On obtient
a) Uopérateur des ondes & partir de
Dy,

L’opérateur des ondes s’écrit
D2 +aD, + b — (D“Z1 + ...+ D)+ @Dy + ... + anDg,,
a, ..., @y, @ et b étant des constantes ; il est visiblement totalement

hyperbolique.
La condition de NEUMANN, lorsque la formule de GREEN est

—applicable, s*écrit -
— i X (Dgu, ..., Dy,u) =0
sur Qn,

b) Vopérateur de Uélasticité en considérant

T 4/2Gb D,, . : . 4/2Gb D;,
V/2G Dy
V6D, . VGDy
(col. k) (col. 7)

G et b étant des constantes positives.
L’opérateur de 1’élasticité s’écrit
D? + AD; + B — G(A + (2b + 1) grad div) + \/GT(Z CiuDg;)s
i=1

ot le dernier terme représente une matrice carrée par son élément

d’indices ¢, k.
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Cet opérateur est totalement hyperbolique. En effet,
AH(— )l (x) = — [G |@ PE + G(2b + 1) (@iay)],
ou (xx;) désigne la matrice dont 1’élément commun & la ¢ ligne
et & la j¢ colonne est z;x;, x € Ey.
Les valeurs propres de cette matrice sont
M@) = — G|z 2, h(@)= — G(2b 4+ 2) |z |2

La condition de NEUMANN classique s’écrit alors
— G[(2b + LA diva + Z n; (grad u; + Dy)] = 0
i=1

ce qui correspond & I'annulation de la tension élastique sur Q.

Comparaison des systémes du premier et du second ordre

68. — Le probléme de D — N classique consiste & déterminer
une fonction %, telle que

L(D, Do)y = fo, t > 0,

lim %; = %y,
=0

lim Dtﬁg = ?7:1,
t—>0

et satisfaisant & la condition de DiricBLET sur Qp et & la condition

de NEUMANN sur Qy, f;, %o, 41 étant donnés.

Nous allons montrer que ce probléme ne peut étre résolu par
les méthodes habituelles de passage & un systéme hyperbolique du
premier ordre « équivalent » et en appliquant & ce systéme la
théorie relative aux opérateurs hyperboliques du premier ordre

développée dans les chapitres précédents.

En choisissant par exemple comme nouvelle fonction inconnue

Dg’l_it
U= w2 )},
Us
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le systéeme L(D, D;)u; = f: est formellement équivalent &

" A—Dy| —A¥—D)—C —B 7| |7 Da 7| [—F
_____ (ES N N B _
/(D) ; — D, ll 0 Z(DYi; |=| 0

E l 0 i — Dt_ _ ’ﬁt _ _ 0 .

Le probléme de D — N se pose & partir du choix d’un projec-
teur P satisfaisant & certaines conditions (§ 9), dans le cas présent

“E 0 0 ~ “0 0 0
0 0 0 o o E 0

0 E |
IR

E- désignant une matrice identité dont la dimension. correspond
aux dimensions des sous-matrices intervenant dans la décomposi-
tion de I'opérateur du premier ordre considéré.

Tl consiste & déterminer Us, solution du systéme différentiel,

tel que
- -
lim Uy =| D)y |,
—0 |_ ’L_Zo ___l
avec, ou bien
- —
JZ{?T(ZD)’LM c VQD i
t
— O —

ou bien

Ji(ﬁ)Dt’ﬁ)t = 0 sur QN.
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La condition de NEUMANN classique s’obtient donc en consi-

dérant
~“E 0 o -
P— 0 0 g
oo
et la condition de DIRICHLET,
~E.0 07
0O E 0
0 0 0

qui ne satisfait pas aux conditions imposées (§9).

Les conditions de D — N ne sont donc pas obtenues & partir

~du méme.projecteur ; la condition de DiricHLET n’est pas obtenue

& partir d’'un projecteur convenable : les problémes mixtes de D — N
et le probleme de DIRICHLET ne peuvent donc pas étre traités par
cette méthode. v ;

Dans le cas du probléme de NEuUMANN (QD = @) posé sous
la forme généralisée (§ 21), en plus des hypothéses imposées & la

solution, seul le cas ol % € V? est envisagé car, si

IJ ¢ ——Z
Ly

1

gl gl 53

lorsque ¢— 0, alors

g ;; o
lorsque ¢t — 0 et nécessairement %z = (D).
Notons encore que si on choisit comme nouvelle inconnue
U, = (Dviit, Daide, ..., Donlle, ),
on obtient un opérateur de la forme
| B*D)
HD, 4| ———|——— | +K,

ou K et S sont des matrices constantes, mais ot # peut étre

singulier (cas de l’élasticité).
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Plus généralement, le choix d’une nouvelle fonction inconnue
dépendant des dérivées de %4; modifie les conditions du probleme
relatif & l'opérateur du second ordre (cf. paragraphe suivant),
notamment lorsqu’on impose & cette nouvelle fonction d’appartenir
a L3Q x 10, -+ of), alors que dans la formulation adoptée on
impose seulement

% e LE(Q x 10, + oof)
et les conditions aux limites locales aux moyennes temporelles
de ;.

En comparant les conditions aux limites relatives aux opéra-
teurs des premier et second ordres, les conditions aux limites
imposées & la nouvelle fonction font intervenir directement des
dérivées de i, alors que seules des dérivées des moyennes tem-
porelles de #; interviennent dans le probléme posé au second ordre.

Position du probléme de Dirichlet-Neumann
pour l'opérateur L(D, Dy)

69. — Soit Q un ouvert connexe de Ey. Donnons-nous
a) la donnée au second membre ou second membre
Fre THQ % 10, 4 ),
b) les données initiales #o(x) et #i(x) € LY.
Le probléme de D — N, posé pour l'opérateur L(D, D;) dans
Pouvert Q, consiste & déterminer % € L5(Q x 10, 4 oof) tel que
e b
a) f p(t)dt € Vo

0
et satisfasse & la condition de NEUMANN locale et

b) j @D (t)dt — A f #@Depltdt + B f o (0)dt

+oo

L= D) + ClrD) [ sty

0
— f " Gyt + [ -+ AlioJo(0) — #Dip(0),
pour tout ¢(¢) € D(E;).
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Posé dans les conditions précédentes, ce probléme peut aussi
étre formulé de la maniére suivante. Il consiste & déterminer
€ L3Q x 10, + oof) tel que

+ S
a) | Caswmevy,
0

et
4o

b) (f ’thDzCP(t dt Af utDtcp(t)dt + B f ﬁtcp(t)dt, ‘Ij)

0

+ ((D) f Tep(t)dt, [£(D) + C*o)

0

+eo
= ([ Tt + 3 + Adlo(0) — @Di5(0), 9),

pour tout & EV@D et tout o(t) € D(E,).
Montrons 1’équivalence de ces deux formulations.
Considérons Ia premiére formulation.

Comme tous les termes figurant dans 1’égalité b) sont dans L2,
moyennant la condition de NEUMANN locale, la solution %, satisfait
aux conditions imposées dans la seconde formulation.

De D’égalité b) (2¢ formulation), nous déduisons 'existence
dans L de

[o/*(— D) + C] (D) f T (t)dt
et ’égalité

([«*(— D) 4 (] M(D)f s (t)dt, 3)
(D) f Bo(t)it, [£(D) + C¥19)

pour tout 7 eVgD, ce qui exprime que #; satisfait & la condition
de NEUMANN locale.

Moyennant ce résultat, comme D(Q) eV&D, nous constatons
que #; vérifie les conditions imposées dans la premiére formulation.
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Interprétation physique

70. — Le théoréme suivant montre que la solution, si elle
existe, est la généralisation naturelle de la solution ordinaire de

L(D, Dy)ii; = f;
telle que #; se réduise & %y et Dsil; & %4y lorsque t = 0.
81 @iy € Co(Q X 10, + oof) est une solution du probléme et si, pour
t—>0-+,0na
lim %, € Li%,
lim Dy, € L%,
alors

L(D Dt)ut ft

pp. dans Q X 10, + oof et lim %; = %o, lim Dsii; = 41 pp. dcms Q.
En effet, d’aprés la premiére formulation et vu les hypothéses
satisfaites par % on a

+ +c0
Dio(t)dt + f ADgio(t)dt + | Bisp(t)dt

0
n f [o/*(— D) + C] o/ (D)ip(t)it = f Fro(t)it

4 [ + A%y — lim Dyily — lim Adz]p(0) — [#o — lim %;]D:p(0),
quel que soit o(f) € D(Ey).
o(t) € D(J0, + oof), alors ¢(0) = Dp(0) = 0 et
L(D, Dy)ie = fi
pp. dans Q x 10, 4 oof.

En tenant compte de ce résultat, si ¢(t) € D(E;) avec ¢(0) = 0
et Dyo(0) £ 0, alors lim #%; = % pp. dans Q.

On déduit alors immédiatement que lim D;#i; = #%; pp. dans Q.

Théoréme de densité

71. — Désignons par N I'ensemble des fonctions de Vg —qui
satisfont & la condition de NEUMANN.
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A toute fonction #(x)e(f) e N ® D(E;), associons
"~ L(D, De)ie(t)

e(0)
@D (0)

élément de La(Q2 X J0,T[) X Vg X Ls, quel que soit T> 0.

Olie] =

L’ensemble O[ug] constitue un systeme total dans
Z = 1(Q x 70, T[) X V@D X L,

munt du produit scalaire

Uy Tt
( 77:0 ) 73>0 )g = ('L_Zt, ‘z-))t)LZLa(Qx]O’T[) + (/’707 50)\’ + (ﬂl, 731)9
i1 01

_quel _que_sott T > 0 borné...
Soit (ft, fo, ) e Z et orthogonal dans % & tout Ofig],
e e N ® D(E;).

a) Montrons que ft est nul.
Considérons ¢ € D(]0, + oof), il s’ensuit que
T 3. — —
([ 75 + D31 )
)

+( * }iadt, {[4*(— D) + O] A(D) + B}a) — 0

pour tout % e N.

Comme ¢(t) e D(J0, + oof), 9 — s)eD(J0, + of) si s =0,
nous pouvons remplacer ¢(f) par ¢(f — s) dans la relation précé-
dente.

Posons
- T P
iy = [ date— o
0

Cette fonction est visiblement localement intégrable en s dans
[0, 4 o[, quel que soit ¢ € D(]0, + «of), et indéfiniment fortement
dérivable en s dans 10, + oo avec

For, = (— 1IPD} f;.
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La relation de départ s’écrit alors
(D2fs — A*Dyfs, @) + (f, {[#*(— D) + Cl#(D) + B}&) = 0. (%)
Nous allons choisir un % particulier de maniére & montrer
Pannulation de f;.
Soit ﬁfp 'élément (unique) de Vg tel que
(U3, 3)y = (— Dsfy + A%, D)
quel que soit 7€ Vg .
On déduit aisément que la condition imposée & Us entraine
que U; eN et
{[/*(— D) + C1¥/(D) + B}U; = — Dof + A%fy
+ [C«/(D) + B — E]U:.
Montrons que T_ffp et o (D)ﬁfP sont fortement dérivables en s
dans ]0, 4+ oof et
1 . 1 = _ 1
D g (D) %U g & (D) U—Dﬂ’ _3 (D)
On a en effet, vu la définition de ﬁfp,
| (/) (@5 —Ty) — Uiy, [y

1 +h 5 -
== <;b[_ Ds+h s + Dsfs] + Dsf]s)s<9

Tis
s,

1 R S R
+ar 0 =P =T, ’z[Ui“‘ T2l — U
< H (ler facteur du 2¢ membre) H H(l/k) (ﬁ:;+h Dw H
< || (1er facteur du 2¢ membre) | ]1(1/R) (ﬁ;—Fh Us)

ce qui démontre la dérivabilité forte des éléments considérés puis-

que fg est fortement dérivable.
Compte tenu des propriétés de T—jfp, la relation (%) ci-dessus

devient

— (f2, Df) — (DT, Ty = — (f3, [C/(D) + B — BT, — A*f)
et, en considérant le double de la partie réelle de chaque membre,
elle entraine I'inégalité

= Du(|[ £ [+ [ T [F)

<z{||7; || [lc(®) + B — BT, || + (a/2) || 5 [P}

U (A/2) est la plus grande des valeurs propres de — (A -+ A¥).
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Le second membre de cette inégalité est majoré par
2| L llta) [ £ ]|+ € | #@)T; || + 2 [T [
<ER[[ LA+ 11T .
ou € = H C ||Lz—>Lz’ % =||B HL2_>L2, k|2 = sup (A, 2%, 29).
Comme
ala + b) < (@ + b)? < 2(a® + 0?)
si @ et b sont positifs, nous obtenons finalement I'inégalité
= Du([l &+ 1T By < ([ 5 [+ (1T [

En posant Us; = H f; HZ + H ﬁfp ’%, cette inégalité s’écrit
— D;U; < kUs.

En reprenant le raisonnement tenu & la fin du théoréme
d’annulation (§ 25), on déduit que cette inégalité entraine Uy = 0
et en particulier f; = 0 pp. dans Q X 10, T[.

b) Montrons I’annulation de fo pp. dans Q.

Soit ¢ € D(E;) tel que D;p(0) = 0 et ¢(0) £ 0.

Vu le a) ci-dessus, le produit scalaire de départ s’écrit

9(0) (fo, #)v = 0,
pour tout % e N.
Soit & I’élément unique de Vg, tel que
(3, D)y = (o, ),
pour tout @ e Vg .

Cette fonction & est visiblement dans N.

Substituons fo & @ dans la condition imposée & .

Compte tenu de la relation de départ, cette condition entraine

que Hfo H =0 et fo = 0 pp. dans Q.

¢) L’annulation de f; est alors immédiate.
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Ensemble de dépendance et inégalités d’énergie

72. — Les considérations relatives aux ensembles de dépen-
dance sont exactement les mémes qu’au premier ordre (§27). La

fonction Ao(x) est, dans le cas présent, définie par

o(z) = sup N(x),
i=1..N

2(z) tant tel que dim[.o/*(x)ef (z) — X(@)E] = 0, |2 | = L

73. — Etablissons les inégalités d’énergie relatives & L(D, D).

Les notations et conventions d’écriture sont celles du § 29.

- a) 8 dreN et est 2 fois fortement dérivable dans 10, + o[,

si W, Dyilis, D2, o (Dyus, L(D, Do) € LEQ X 10, + o) ainsi que
2 (D)Dyiis, avec s, Dby, o (D)Yiiy fortement continus dans [0, + oof
et o/ (D)u; fortement dérivable dans 10, + oof, alors

I D, |}, + || % |F@y < || Do H%za?o) + |1 %o |Feey
T
—I-2Re(L(D,Dt)ﬁtaDtﬁt)szTm{n %10, T[})+Af [l i Dty H%z(Bt) + | W" H%’(B‘)]
0

ot o, Do et o/ (D)ily sont les limites dans LY de s, D et /(D)
et ot A [4 magore la plus grande des valeurs propres de — (A + A*)[2
et ||Cllysr, ||B—E|jp,o1, lorsque ces deuaw matrices me sont
pas simultanément wulles, la plus grande des valeurs propres de

— A4+ A*)/4 5 C=0¢e B—E =0.(*%
b) Dans les mémes conditions que ci-dessus, on a encore Uiné-
galité
| D, |y + || %, |Bwy < K@ Dedio |[fmy + || %0 [[Fwn
+ H L(D, Dy)d. \‘iz<cmn{gx]o, ‘r[})]’
o K(t) = sup (1, A1),

(*) 8i O est une matrice rectangulaire & M lignes et N colonnes, la
notation précise de « Ly — Ly » est « (L)Y — (L) » dans || C||g,»1,
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c) 8¢ 4 satisfait aux conditions précédentes, alors

+wo +o
| f Dedip(0)dt |} 5, + || f p(0)dt [[Fy
0 0

T .
<(S“P}<P(t)|f VEE)R (|| Dedo |8z, + || o |[3nyy
[0, ] . )

T
+ [ 1I2, Do [ gl
0

pour tout o(t) € D(] — o, T]).

Notons que les fonctions combinaisons linéaires finies de fone-

tions de N @ D(E;) satisfont aux hypothéses requises pour vérifier
ces inégalités.

Considérons la fonetion &E(é;, t) introduite au § 29.
Vu le second lemme de ce paragraphe 29 et puisque Vg, est
fermé dans V, alors, si @; € V,_ pour tout ¢, « i, € Vy_ pour tout t.
‘D D

Passons & la démonstration de ces inégalités.

a) Démontrons I'inégalité a).

Considérons Pexpression

f (ID? + o/*(— D)Z(D) + Blity, o, Dyils)dt
0
+ | Dt 10? + 24— D)£(D) + By
0
Elle peut s’écrire
f (Dzﬁt, MaDtﬁt)dt —|— J' (O(sDt’ZT{:t, Dzﬁt)dt
0 0

+ f (o4 *(— D)L (DYi, 3 Dedis)dt - f " («.Dyiiy, £*(— D)L (DYiis)dt
0 0

—!—f (’l_it, (Zthﬁt)dt —f—f (O(aDt’I,—I:t, /L_Zt)dt
0 0

et, des hypothéses de dérivabilité forte et #; e N, on déduit que
Dy EVQD avec o (D)Dyiis = Dyl (D)iis et 1’égalité
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2 Re f " (D% + £%(— D)£(D) -+ B, o, Didls)dt
0
= [(Detiz, . Detle) ]y + [(#e, 28] + [(Ls, 0 L) ]

— f [(Dyds, Dy . Dtoce) -+ (’175,;, ﬁtDt“s) -+ (&f’ﬁ)t, L . thxa)]dt

+ 2 Rej (LUs, A (grad o) Diis)dt.

0
Montrons que la somme des deux derniers termes du second

membre est positive. En explicitant Dy, et grad o, 'intégrant

correspondant & ces termes s’écrit

N M
2.2, l_[ - H hy(aw)] 1—[ () Dagy b (15) X
i = fip

X ( Ko(dp,m)[| D, I2 -+ ] g [2 -+ l M(D)ﬁt [2]

— 2 Re (4(D)iiy ¥ &i(ap,m)Dm,)]> .

Vu la définition de Ao(etpm), on a
| (opm) D [2 < | o(pm) D 2
Si Ao(apm) = 0, les termes correspondants dans I'intégrant
considéré ci-dessus sont nuls.
‘ Si ro(apm) % 0 (done > 0), alors le dernier facteur figurant
dans les termes de lintégrand est supérieur ou égal &
1

X [l ﬂ(“pm)Dt’U/t - 7\0(°¢pm) JZ{ ’u't |2 + l o oCzom)ut ] 1
0(%,77»)

qui est une quantité positive.
Comme t > 0, la somme considérée est positive.
En supprimant cette expression dans la derniére égalité écrite
ci-dessus, on obtient 1’inégalité
(Do, o, (2, )D.,) + (3, a (@, 7)) + (D), o (, 7)< (D))
< (Dyilo, ., (x, 0)Dyilo) + (%o, ox(2, 0)do) + ( (D)o, o (z, 0)Z (D)do)

1 2Re f " (D2 + o£*(— D)t(D) + Eiy, o, (@, )Deis)dt.
0
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On procéde alors comme au premier ordre (§ 29) et on obtient

| D21

Ly | % [fmy < || Detlo [Fymy + [ o [Fem,
+ 2 Re f "(ID + #*(— D)#(D) + Eas. Dedigy, g
0

Etablissons enfin la premiére inégalité d’énergie.
L’opérateur L(D, D;) peut s’écrire
D 4+ o/*(— D)Z(D) + E 4+ AD; +B — E + C(D)

et I'intégrale figurant dans le second membre de I’inégalité précé-
dente devient

T

f (LD, Dy)ids, Dsths)y, s,y dt _f (ADyts, Detls)y, b
0 0

—_ f ([B —_ E]ﬁt, Dtﬁt)Lg(Bt)dt —_ f (CM(D)/L_‘}; Dtﬁt)Lz(Bt)dt-
0 0

La partie réelle de la somme des trois derniers termes est
majorée par

2K [0 Dete |t + || e [
0

ou K est une constante qui majore la plus grande des valeurs
propres de — (A + A¥)/2, ]C

Remarquons que, si B=E et C = 0, le facteur 2 disparait

Ly—>Ly» H B—-E ||L2—>L2'

de cette majoration.
L’inégalité annoncée s’obtient immédiatement.

b-c) Pour obtenir les deux autres inégalités on procéde comme
au premier ordre & partir de I’inégalité précédente.

Théoréme d’existence de la solution
. . ) £ s _s.e — b
dans le cas particulier ol1 la donnée initiale 7, €Va,

74. — II existe une solution du probléme i, eVgD et fortement
dérivable dans 10, + oof, qui vérifie les inégalités
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|| Dette |y + 1] % [fmy <K || 1 |[fmp -+ [] Fo

2
V(Bo)

+ |17 Bor n taxo, 1}y

+o0 +o0
| f Dyitsp(t)dt |} e, + I f Beo(£)dt |[3p,
0 0
T _—
< (sup | o(t) | f VRO || @ |y + || o0 ey
[0, T1 0

+ fTHft £, 0],
0 PASS(2
pour tout o(t) € D(] — o0, T[) (io € Vg, ).

a) Montrons d’abord l’existence d’une solution.
Considérons %" combinaison linéaire finie de fonctions de

N ® D(E1) et T'exprossion
f “(am, 5D% — A*3Dst + B*ag)dt
0

+o0
+ f (£ (DYar, [#(D) + C*]o)dt
0

ou ¢(t)e D(E;) et g€ VéD.

En intégrant le premier terme par parties et puisque %" € N,
elle devient

40
f (LD, DYy . olt), 9)dt - (D + ATTp(0), 9) -+ (@ Dep(0), )
0

Vu la forme de %, le calcul précédent se justifie aisément.

De plus

-0 -+c0
o (DYiil*o(t)dt = /(D) f i (t)dt.

0 0

Si %" est tel que la suite ©[%;"] converge dans
Lao(Cr N {Q X 10, + o[ }) X V(Bo) X La(Bo)
vers (fs, o, @), données du probléme, on déduit de l'inégalité
d’énergie b) que %" est une suite de A. Cavcny dans V(B;) pour
tout ¢ < T.

Soit #4; sa limite. Il est évident que %; € Vgp.



De la méme inégalité, on déduit

T
fo | — 3 |fey 9t <KD @1 — Dty |7, + || %o — @ |[3e,)

T -
+ 71— T, Doz [
0

Les suites @ et /(D)u* sont donec de A. Cavcmy dans
Lo(Cr N {Q X 10, 4+ o[ }) et convergent respectivement vers #; et
& (DYs. 1l suffit en effet d’appliquer le théoréme de H. LuBESGUER
au premier membre de la derniére inégalité.

Si 7 est la fonction construite de cette maniére dans ’ensemble
de dépendance C't’, le raisonnement tenu pour les opérateurs du

premier ordre (§ 30) et appliqué cette fois en considérant

T
[REEE
0

T
[ 17— 3 | ot
0

montre que % = 9; dans Cr N C'y.

2
V(@B t)dt

au lieu de

La fonction #; est ainsi définie dans Q X 10, -4 oo[.

Montrons que
<0 »
f Aso(t)dt € Vén'
0

pour tout o¢(t) € D(E;).
Soient «» et Cr un ensemble de dépendance contenant
o X ([e] N ]0, 4- oof).
Si %;* définit %; dans Cr, en appliquant 1'inégalité d’énergie c)
a U] — 4f, on voit que la suite

+o0
f w4 (t)dt
0
est une suite de A. Cavcry dans V(Br) donc dans V(w), o ¢ Br,
et dans Vg () qui est fermé dans V(w).
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En égalant les deux formes de l’expression de départ et en
passant & la limite sur m, ce qui est permis puisque 7 et ¢ sont
& support compact, on constate que #; est solution du probléme
(seconde formulation).

b) Montrons que la solution ainsi construite est fortement
dérivable dans ]0, 4+ oo et satisfait aux inégalités annoncées.

Si % définit une solution du probléme dans Cr, 'inégalité
d’énergie b) montre que D;#™ est une suite de A. Cavcay dans
La(B¢) pour tout ¢ < T, et dans La(Cr N {Q X 10, + oo }), les deux
limites étant égales. Soit ; la limite commune.

On montre que 3; est défini dans Q X ]0, + oo et est dans
L3(Q x 10, -~ oof) par le raisonnement habituel (§ 30).

En considérant la limite dans L) de chaque membre de

¢
Mo M 7m
f Dgulds = i, ay,
0

on déduit que 3; est la dérivée faible de ;.
Cette dérivée est forte car o; est fortement continu dans
10, 4 oo comme on le voit en considérant

H Bern — O Hng < H Deen — Deliy HL2<w> + H ¥ — Doty HLz«o)
+ || Dy, — D" ||

< 2[5‘1,}1]3 || 8 — D" ||r0y + || Detfts — Dt |10

et en remarquant que le second membre de l'inégalité d’énergie
peut étre rendu indépendant de t en y substituant T & 7, T étant
tel que ¢ et ¢t + A€ ]0, T[.

On obtient les inégalités proposées en passant & la limite sur
m dans les inégalités d’énergie b) et c).

75. — Le théoréeme précédent a un corollaire important qu
donne des propriétés de dérivabilité de la solution du probléme
particulier construite par le procédé décrit ci-dessus.

Cette solution s est fortement dérivable dans 10, + oof, s, Dsis
et o (D), sont fortement continus dans [0, + oof et 4, Dtz et o (D)iis
convergent dans LS vers o, 41, o/ (D)o respectivement.
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On a déja vu que Dy, était fortement continu dans 10, -+ oof.

Comme %; et Dsi; € LY(Q X 10, + o), on déduit que %: est
fortement continu dans 10, 4 oof.

On montre que 2/ (D)u; est fortement continu dans 10, 4 oof
& partir de 'inégalité d’énergie b), il suffit de reprendre la démon-
stration de la continuité forte de ¥; (§ 74, b) ci-dessus) en y sub-
stituant &7 (D)u: & ;.

La continuité en 0+ de #4;, Diily, o/(D)d; se démontre de
la méme maniére en remplacant ¢ -+ & par k, et respectivement 7,
Dyie, o/ (D)its par o, %1, /(D)o et t par 0 dans les inégalités &
la base de la démonstration de la continuité et en considérant

h— 0.

Support des solutions de ce probléme particulier

76. — Les théorémes relatifs au support sont les mémes que
ceux concernant les opérateurs du premier ordre (§ 32) ; il convient
cependant d’ajouter ,dans le cas présent, les mémes hypothéses
sur % que celles faites sur %y dans ces théorémes.

Unicité de la solution du probléme général

77. — Si 4, est la différence de deux solutions éventuelles du
probléme, alors #; est solution du probléme posé avec second membre
et données initiales nuls. L’unicité est alors régie par le théoréme
suivant.

St 4y est solution du probléme posé avec second membre et données
mstiales nuls, alors 4; = 0 pp. dans Q x 10, + oof.

Soit T, la solution du probléme adjoint & L(D, — D) posé
avec f; = 0, g = 0 et 4 = #i(x) € L, construite par le procédé
exposé dans le théoréme d’existence (#y = 0 eVgD).

Le support de

+wﬁtcp*(t)dt
0
est donc compact et cette intégrale est dans ngp c VgD, o* € D(I,).
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Considérons

400 +o_,
f Gt — s)dt o Tuo*(t + )it

0 0

indéfiniment fortement dérivables sous le signe par rapport & s.

La relation vérifiée par #; reste valable si on remplace ¢(f)
par @(f — s) car ¢ est & support compact.

Comme
Dlo(t — s) = (— 1)’Dio(t — )

et puisque

+oo_ .
f Uip*(t + s)dte Vi,

i

nous avons
40 +oo
(f wD20(t — s)dt + A f WDsp(t — s)dt +- B f Asp(t — s)dt,
0 0
+o_,
f Tio*(t + 9)i)
0

+oo [re,
— (£(D) j gl — )i, [/(D) + C*1 | Uep*(t + s)dt).
0 0

Les deux membres de cetite égalité s’annulent si | s | est assez
grand car une des deux distributions

+o0 Foo_,
f Usp(t — s)dt ou f Uso*(t + s)dt
0

0

et ses dérivées s’annulent.

Nous avons done

— 0

o0 +o0 +c0 4o
ds(D? f Tyo(t—s)dt-+-AD; f Hio(t—s)dt-B f Grolt— s)dt,
0 0
f Uch t -+ S)Clt)
+oo_
= — ds (D) f Aot — s)di, [ (D) 4 C*] J Uso*(t + s)dt
0
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et, en intégrant par parties le premier membre de cette égalité,

400 +oo
f ds(f Aot — s)dt,
0

—00

celui-ci s’éerit

—l-oo_> +co_) +r>o__>
UD2p*(t+s)dt— A* f U:D, o*(t-+s)dt +B* f Uso*(t - s)dt)
. 0 0

0
. L0 2 kB
Vu I’équation vérifiée par Uy, nous obtenons

+o “+co
f ds(| et — s)dt, d1)e*(s) = 0,

—00 0
quel que soit %; € Lj et pour tout ¢ et tout o* € D(Ey), ¢’est-a-dire,
~puisque V'intégrant € C,(E;) comme fonction de s, R

+co
f (#hs, T)o(t — s)dt = 0,
0

pour toute valeur de s, dés lors #; = 0 pp. dans Q X 10, -~ oo[.

Opérateur de Green

et existence de la solution du probléme général

78. — On appelle opérateur de GREEN du probléme de D — N
relatif & l’opérateur L(D, D;), l'opérateur H; qui, & la donnée
initiale #;, associe la solution Hi; du probléme posé avec f; = 0

et ?_1:0 = 0.
Nous savons que Hi; € Vgp et satisfait & 1’inégalité
= |2 5. 112 i, 112
| DAL |F,my + || Hetlr [[fmy <K || B [0,
En reprenant, mutatis mutandis, les considérations du § 36,
on voit que I'on peut améliorer cette inégalité en remplacant
K(t) = sup (1, er 1Y)
par
K'(#) = sup (1, e™).
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79. — Posons par définition

(Hs % fo)e = Jt H—sfsds
0

lorsque f; e LY(Q X 10, + oof).

Vu le paragraphe précédent, pour presque tout s, H,fs € Vgn
pour tout t. De plus

| Heofs [lvwo < VE'C—9) || 5 [0
done Hyofs et Z(DYHs_ofs € LYUQ X 10, + oof). Il sensuit que

t ->
f H, fsds € Vp_
0

et

| [ B vy < [/ Hedh st
0 0

ot
<VE® [ (1 [t
0
done

+o 11 N b
f Cp(t)dt f Ht—sfsds S VQD
0

0
puisque nous pouvons toujours choisir un ensemble de dépendance

Cr de maniére que [¢]c ] — oo, TJ.

80. — Si f e LYQ x 10, + oof), alors
(Hs % ﬁ)t
est solution du probleme posé avec second membre : et données initiales

nulles.

Nous savons déja que

f (Hs % feltyte V4.

0

Considérons le premier membre de ’équation intervenant dans
la seconde formulation du probléme (§ 69) et remplagons y % par
(H; % f:);. Nous obtenons
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f [ e, 5)D2o(t)ds — f " (AH.J,, o)Do(t)ds
0

0 0

4 j (BH,_f}, 3)o(t)ds - f (o (D)Hssfs, [Z(D) + C¥18)0(t)ds.

En vertu du théoréme de G. FUBINI, nous avons

-+ ¢ -+ +o0
f dtf ...ds:f dsf o dt
0 0 0 $

Aprés cette permutation de signes d’intégration, effectuons le
changement de variables
t—8s=u,
s =w,
“régulier d’ordre infini entre les ouverts
{(s,8) 1t > s> 0} et {(w, w):u> 0,w> 0}.
Nous obtenons de la sorte

4 +oo +o
f dw [ (H ufw, 3)D2¢(u + w)du - AHufw, F)Duep(u + w)du

0 0

+o0 .
+ (BHyfu, d)p(u + w)du

0

+o
+ [ A O LAD) + o+ )i,
0
Vu la définition de H;, cette expression vaut
o0 .
|G rotrte
0

pour tout 7 e Vén et tout ¢ € D(E,), ce qui démontre le théoréme.

8l. — St #oe Ly, alors
Ht(Aﬁo) -4 D:H;o
est solution du probléme posé avec ft =0 et 4 = 0.

Il est évident que, substitué dans le premier membre de
Péquation intervenant dans la seconde formulation du probléme,
le terme H(A%o) donne au second membre (A, 3)o(0).
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Considérons la distribution

+
0
4(t) € D(Ey).
Montrons que
4+ o0 '
DiH g (t)dt = — Hiido Do (8)dt
0 0

pour tout ¢ € D(E;).
Quels que soient ¢ € D(E;) et fe L, on a

+oo N N +o N
| o dyoa = [ @anpy] T — [ paa
0 0

+o

0

eb-comme ‘Hﬂ_b)g =0~ dans Lg "101’8(111’6 t=>0 -+ (§ 93) - et’kl) est—a-—

support compact, le terme intégré est nul.

De la I'égalité, vu la définition de I’intégrale dans Lg.'

Vu la définition de H; et 1’6galité précédente, la distribution
considérée est dans VgD et D:Hly, substitué dans le premier

membre de I’équation du probléme, donne au second membre
— (%o, T)}Ds0(0).

82. — La solution du probléme posé avec second membre

freLa(Q X 10, + oof) et données initiales Uy et 4 € LS s’écrit
@y = (Hs % fi)e + Hy(@ + Ado) -+ DeHyido
el vérifie les inégalités

18 ey

. t
<SVEG | [y + (1 + || [y + | (17 ool
0
+oo
| f Ut ||y
0
T T ( '
< [ VR @) sup [ 0) | 11 [y + | [
; X

H

T -
[ 11 o 22| =+ 50 | Doy | 0 5,0,
0 [0,T]
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o a majore la morme de A dans B(Ly— Lg) et pour tout
o(t) € D(] — oo, T[).

L’expression de #4; s’obtient directement en considérant les
résultats des paragraphes précédents.

Quant aux inégalités, on les obtient en appliquant & chaque
terme de I'expression de #; les inégalités des paragraphes 78 et 79
et en tenant compte de 1’égalité des distributions considérée au
paragraphe 81.

On déduit des théorémes précédents que la solution @; est
fortement continue dans [0, + oof. »

La solution s’exprime en effet comme une somme de trois
termes fortement continus dans [0, -+ oo.

~Remarquons-enfin que, vu les-inégalités-ci-dessus, les théo-
rémes relatifs au support de #%; obtenus lorsque %o € VgD restent
vrais lorsque % € L. On remarquera d’ailleurs que les trois termes
de V’expression de #; ci-dessus satisfont aux hypothéses requises
pour vérifier les théorémes relatifs au support.

Une propriété remarquable de la solution
du probléme posé avec EVE)D

83. — 8¢ U est solution du probléme posé avec Wy € Vgn, 8t
F () € Co(Ja, b)) N Co([a, b]), D:F(t), DF(t) € Co((w, b]) et €@ F(t),
@DF(t), @ DIF(t), fiF(t) € Lu(la, b[ ; L) (ces quatres dernidres com-
ditions sont towjours remplies si [a, b] est compact), alors

b
a) f @ (t)dt € Ve,
a
et satisfart & la condition de NEUMANN locale,

b b b
b) f #DZF(t)dt — A f D F(t)dt + B J w B (t)de

b
+ [#/*(— D) + C]sZ(D) f . F(t)dt
- f ’ FiFdt — (Dyiip -+ Adip)F(b) - (Dyiia + Afia)F(a) — GaDaF(a)

+ WDy F(b),
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ot on suppose que la limite dans LL lorsque t — -+ co de Dy4iiF(f)
existe, st b = -+ oo,

¢) si, de plus, D4iisF(t) et DisDeF (t) € La(le, b ; L), Dyii; étamt
la dérivée forte de 4 dans 10, + oof, alors

b b b
_ f DD, F(t)dt + f ADE)F (@)t - f P (6)dt

b
+ [o/*(— D) + Cl#(D) f 4P (t)dt

BE,
= f FF(t)dt - DaiiaF(a) — DyiiF(b).

Nous faisons appel aux lemmes démontrés dans le § 34 dont
nous adoptons les notations.

En supposant [a, b] compact et en remarquant que

Dy(F3 % o) = — [F(s)e,(t — )L + [(D:F)3 % .
ot DEES% o) = [F(s)Dip,(t — )22 — [(DF)E( — )82, +
| + [(DIF)3 % ¢.)e,

la relation satisfaite par #; (seconde formulation du probleme)
devient, aprés substitution de (Fd % p.): & o(f),

J+w(ﬁ¢, F)(D?F)3 % o Jodt — f (A, B)(DsT)d % p Jedt
0 0

+00
-+ f (B’t_l;t, 7) (FS * Pa)tdt
0

+ (D) f “FS % o,)dt, [4(D) + C¥1)

0
+o
= f (fo 3) (B8 stfp,)odt + (i1 + Adlo, 3) (F3 % o),
0
— (do, 3) [De(F'8 % o)elo

+oo +°0
— f Dbo (t —_ b dt —|— f ’LL;, F(&)Daps(t — a)dt
+oo oo
+ f (s, B)p,(t — D)DyF(b)dt — f (@, F)o,(t — a)DaF(a)dt
0
+

0 -+
— | (At 2)F(b),(t — b)dt -+ f (Adiy, 3)F(a)o,(t — a)dt.
0
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Le troisiéme terme du second membre peut s’écrire
b
(70, 9) [ FoDie,t — s)dslicn
a

et, aprés intégration par parties,

(0, D) F(B)o.(— b) — F(a)p,(— a) — [(DF)3 # pJec0}-

La somme des quatriéme et cinquiéme termes du second
membre peut s’écrire

+o0 +o©
F(b) f (%, 7)Dsp,(t — b)dt — F(a) J' (s, T)Dip (¢ — a)dt
0 0
et, en intégrant par parties,
4
FD) [— (@0, B)p(— b) — Jr (D, B)p (it — b)dt]
o :

+co
—prw%mm—m—j<m%mmwwwl
0

La somme des termes que nous venons de considérer vaut
donc, apres simplification des termes opposés,

— (o, 3) [(DsF)3 % pclo — F(b) [(Dstie, 9)8jq, 1 oor(t) % pelo
+ F(a) [(Detls, D)3, 1oof(f) % pela

Comme ﬁoeVgD, on a (§§74 et 19)
oo

(D) f T(FS % o)t = | A (DYE(FS % o).

0 0
Moyennant ces résultats, en appliquant les lemmes du § 34
la relation considérée devient, si € — 0,

b b b
f (4, 3)DFFdt — f (A%, 3)DFdt + f (B, 3)Fdt
a

a @

+(Vﬂ®mmmwwwumw

b -
= f (fs, 8)Fdt + (@ + Aido, 3) lim (FS % ¢,)o

@ =0
— (ilo, 7) lim [(DsF)3 % oo
e—>0
— F(b) Dy, 9) + F(a) lim [(Deis, 6)35, ,r(t) % pJa

e=>0
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-+ DpF(b) (i, 7) — DaF(a) lim [(de, 9)8y, 1o (f) * ecla

e—=>0

— F(b) (Adiy, 3) + F(a) lim [(Ade, 8)3yq, 4e0;(t) * el

e—>0
Si @ > 0, les deuxiéme et troisiéme termes du second membre
sont nuls, dans les autres les limites se remplacent par les valeurs
en a des premiers facteurs des produits de composition considérés.

Si g = 0, la somme des deuxiéme, cinquiéme et dernier terme
du second membre vaut (@; + Ao, ) F(0); celle des troisieme
et septiéme, — (%o, 3) DF(0), en vertu du lemme b) § 34.

Dans le cas de b = -+ oo, on établit le résultat précédent pour
tout compact [a, b] c [a, + oo et on utilise la propriété démontrée
——au-§34 - si- 7 e LYQ %10, + oof); G(t) e Colfa, + of), FG() &
Li(Ja, + oof ; L), alors

b +
lim ‘thG(t)dt == J 5¢G(t)dt.
Lé’ a a
b—> 40

N

Tout revient donc & substituer 4 oo & b dans la relation
obtenue ci-dessus ; remarquons que
F(b) (A%, 9)
F(b) (Dyils, 3)

ces fonctions étant intégrables dans [a, - oof.

lim
b—>+o0

=0,

11 est aisé alors d’obtenir le résultat b) annoncé et de voir

que la condition de NEUMANN est remplie par I'intégrale considérée.

Le fait que
b b
f @F (it e Vh_

est une conséquence du dernier théoréme du § 19 et des propriétés
de %4; et F(t) (§74).
La derniére partie du théoréme s’obtient immédiatement en

intégrant une fois par parties les termes de

J ' (@, 3)D2R(t)dt — [ ’ (Ais, 3)DF(t)dt.

a Ya
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CuariTrE VI

PROBLEMES STATIONNAIRES
ET PROBLEMES D’EVOLUTION

Probléme de Dirichlet-Neumann global

- 84. — Le probléme de D — N global est le probléme carac-
térisé par
a) la domnée au second membre f; e L0, + oo ; Lg),
b) les dommées initiales o et 4 € La,
Q étant un ouvert connexe de E,.
Si Q est borné, le probléme est donc toujours global.
La solution du probléme global est caractérisée par le théoréme
suivant. ’

81 % est solution du probléme global, alors
a) g € Ly°([0, + oo ; Le),

-+
b) f Up(t)dt e Vg,
0

pour tout ¢(t) € D(Ey),

c) s satisfait & Uéquation du probleme pour tout & Vo, (§87:
seconde formulation b)),

d) 4 satisfait aux inégalités écrites dans le théoréme d’existence
(§ 82) ot on substitue Q & By et By et Q x 10,4 & Crn{Q x 10, #[}.

Les résultats a), b) et d) s’obtiennent en appliquant le théo-
réme de B. LEvr aux premiers membres des inégalités obtenus au
§ 82 valables pour tout ensemble de dépendance de la suite des
ensembles de dépendance CI¥ de

{x,T):x€on},

120



T étant choisi tel que [o(t)]c] — . T[ et wx une suite d’ouverts
emboités dont I'union recouvre Q.

La relation c) est valable pour tout & eVéD puisque %; est
solution du probléme. Comme tous les facteurs & gauche dans les
produits scalaires considérés sont dans Ls et comme V(?zD est dense
dans Vg , la relation c) est vraie si 7 € Vg, vu la continuité du
produit scalaire de La.

85. — Dans la suite, seul le probléme global sera considéré.

La solution de ce probléme posséde évidemment toutes les
propriétés démontrées jusqu’a présent : ces propriétés se précisent
si on reprend les démonstrations en substituant Ls & LI et L

etV & V2 et Ve

Désormais, lorsque nous ferons appel & une de ces propriétés,
nous sous-entendrons toujours qu’il s’agit de la propriété modifiée
dans le sens que nous venons de préciser.

Probléme stationnaire relatif a L(D,z),zeC

86. — Le probléme de D — N stationnaire consiste & déter-
miner % € N et tel que

L(D, 2)d = o,

Wp € Lo, Rez > k = sup (0, A/2), A étant défini au § 73, a).

Montrons que, si elle existe, la solution du probleme stationnaire
est unique.

Considérons

> Re (]| |P -+ || /D [+ |||
= (@, zi) + (2@, 4) + (L (D), 2(D)i) + (2 (D)ii, o/ (D))
+ (2, 22%) + (2%, 24).
Comme i € N, les troisiéme et quatriéme termes du second

membre s’écrivent
(&/*(— D)L (D), 2) + (21, /*(— D)L (D)a).
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Vu I'équation vérifiée par #, I’expression de départ vaut
2 Re (o — Azii — (B — E)i — C</(D)a, 2i),
qui est majoré par
2o [[ |22 || + k|2t || + [| @[] + || £ D)2 |} || 22 |
< 2| || + eV ][za [B + [[2[F+ [ D)z [P [[«a |
<2 ||+ wV= [+ [P + [ [P
Vilz |+ 2 F+ [P

d’ou
2Re2V/ |22 [ + [[@ [} + || /(D) [
< 2(|| o || + &V/[[z [P+ [[@ [ + [] /Dy [

et
Iy < oo 1190 e
Rez — £k 2
ce qui entraine visiblement 1'unicité.
87. — Nous démontrons I'existence de la solution de ce pro-

bléme d’abord en la construisant & partir de la solution du probléme
global d’évolution relatif & I'opérateur L(D, Dy).
Nous définissons I'opérateur G, pour Rez > k en posant

+o
Gilg = f e~ Hiodt, 4o € Lo.
0

L’opérateur G, e B(Lg— Va,)-
En effet

+w
Gt [[v < [ emest || Bt |fvs
0

+o
0

. 1
_Rez—k\

Vu la propriété remarquable (§ 83), on a

| o ||

a) Guilp € Vet satisfait & la condition de NEUMANN,

b) L(D, Z)Gzﬁo == ﬁo.
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La fonction Gy est donc la solution umique du probleme de
D — N stationnaire relatif o Uopératewr L(D, z).

88. — 8% Wy e N, alors L(D, 2)Gip = G.L(D, z)#p.

En effet, L(D,z)ioe Ly et, si % est solution dans N de
L(D, 2)ii = L(D, z)do, évidemment % = %o, et vu 'unicité de cette
solution, elle s’écrit G.L(D, z)ip.

89. — 8i Rez et Rez’ sont > k, alors
G; — Gy = — (22 — 29)G,Gy — (2 — 2 )GAG,,

_ce qui entraine GGy = GG, lorsque A = aE, a étant un scalaire.
~__ On a en effet ) I
Gailo — G,L(D, 2')Cwilo = GJL(D, 2) + (&2 — 22) + A(' — 2)]Gadlo,
et, comme G, %€ N,

Gty = L(D, 2)G, Gy — (22 — 2'2)G,Grilp — (2 — 2')G,AGy %o
= Gyilp — (22 — 2'2)G,Grilp — (2 — 2')GAGy o.

90. — Comme dans le cas des opérateurs du premier ordre
(§§ 57 et 58), on montre que

— UVopérateur G;eB(La—Vy ) est holomorphe a gauche dans
{z:Rez> k}.
— G €Cx(}z:Rez> k}).
Vu la propriété démontrée ci-dessus, on déduit aisément que
DG, = — 22 G% — G,AG,, |
les dérivées d’ordre supérieur s’obtenant en appliquant les régles

de dérivation classiques en s’abstenant de permuter les opérateurs
dans les produits.

91. — L’opérateur G, n’est pas hermitien.
En effet, si f et § e Lo,
(G, §) = (Gaf, L(D, 2)Ged)
= (2 + A* + B* + o*(— D)#(D)IGdf, §) + (C*Cuf, #(D)Ged)-
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Si nous n’imposons pas de condition supplémentaire & L(D, z),
il est impossible d’exprimer le second membre de 1’égalité précédente
sous forme d’un produit scalaire avec G,§ comme facteur & droite.
Si C*, donc C, est nul, il s’ensuit que 'opérateur G adjoint
& G, associé & toute fonction fe Ls la solution du probléme de
D — N relatif & L (— D, 2) : si de plus A et B sont hermitiens et

z réel, alors G, est hermitien.

Définition de Popérateur G,
indépendamment de 1’opérateur H;

92. — Nous allons montrer qu’il existe une solution (unique)
du probléme de D — N stationnaire & L(D, 2) lorsque Rez > k.
L’ensemble
{¥o : o = L(D, 2)4, 4 e N}
est fermé dans La.
Soit #§ une suite de A. Cavcry dans L d’éléments de la

forme
wb = L(D, z)u», 4» € N.
On a

|2 [ < ool |

et %P est une suite de A. Cavcny dans V.
Considérons »
LD, z)u? = [22 4+ 2zA + B + o/*(— D)Z/(D) + C#/(D)]ur.
On a linégalité
|| #*(— D) (Dya ||
< |[|LD, 2)i7 || + || @2 + Az + B)az || + || C£(D)uz ||
<l | +%(

[r+ kD]

o T = 509 (1B [y 110 o |4 o) o0 (12
fonetion de ]z ] et K facile 4 déterminer.
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La suite %2 est donc de A. CavcrY dans 'espace
N = {44, LD, L*(— D)/ (D)i € La}
qui, muni du produit scalaire
(@, D)y + (L*(— D)L(D)ii, &*(— D)L (D)9),
est visiblement un espace de HILBERT.
Montrons que N est un sous-espace linéaire fermé de A",
La linéarité de N est évidente.
Si %P est une suite de A. Cavcmy dans 4" (donc dans V)
d’éléments de N, il s’ensuit que
(*(— D) (D)ur, 3) = (4 (D)ur, o (D)3)

pour tout ¥ e Va, -

Si-% = lim #?; vau la continuité du produit scalaire de Lo,

Ve
% satisfait & la condition de NEUMANN.

Il reste & montrer que % € Vﬁn’ ce qui est évident puisque la
norme de /" majore la norme de V.
De la, on déduit

lim %8 = L(D, 2) lim @7,
L, Ve
ce qui établit le théoréme.

93. — L’ensemble précédent coincide avec L.

Nous allons démontrer ce théoréme en établissant la densité
de cet ensemble dans L.

Soit 7 € La tel que

(3, L(D, 2)@) = 0

pour tout % e N.

Soit 7o € Vg tel que

(%o, w)v = (£ -+ A*]3, w)

pour tout w e Vg .

Il est évident que #pe N et

oL *(— D) (D)o + o = 23 + A*F;
nous en déduisons que
L(D, 2)do = 2(z + A)do + (£ + A*)3 + [CZ/(D) + B — EJio.
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En substituant % & % dans la relation de départ, nous obtenons
(3, 2[z + Alido) + (3, [2 + A*]9) + (3, [C/(D) + B — Eltip) = 0.
Le premier terme du premier membre de cette égalité peut
s’écrire
2([2 + A*]9, to) = Z(ilo, to)v
et la relation devient
Z|do I + 2|7 ]2 = — (3, [CD) + B — Elto) — (3, A*3).
En considérant le double de la partie réelle de chaque membre,
nous obtenons l'inégalité
2Rex(|%§ + |0l <[|o ]|kl @[y + o)
<2 (| |3+ |9

qui entraine visiblement 'annulation de %, et de & puisque

Rez> k.

Définition et propriétés de G,

94, — Les théorémes précédents et le théoréme d’unicité
établissent que tout élément %, de Ly s’écrit de maniére unique
L(D, z)u, @ € N. L’opérateur L(D, z) agissant de N dans Ly admet
donc un inverse agissant de Ly dans N.

Nous définissons G, comme l'inverse de L(D, z).

Considéré comme agissant de Lg dans VQD (vesp. damns N), G

est borné.

C’est un corollaire immédiat des théorémes d’unicité et de

fermeture établis ci-dessus.

95. — L’opérateur G, e B(La— Vs’mD) [resp. B(Le—N)] est
holomorphe & gauche dans
{z:Rez> k}.

(*) 8i a,b > 0, alors a(a + b) < (@ + b)2 << 2(a® + b2).
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Cetite proposition sera établie si
. (G, D) — (Gl 7)
lim

30 h

existe, les produits scalaires étant.de V (resp. de N), % € L, 7 € Vfln
(resp. N).

L’opérateur G, posséde évidemment la propriété démontrée
au §89.

Considérons

1
|71 [(Ganl, 3) — (Goil, 3)] + ([2:G2 + GzAGJi, 9) |

I

| ([— hGo41Gz — 22(Goin — G2)Ge — (Goun — G2)AG:]E, 9) | (§ 89)
= | ([— WGzs2Gz + 22h(h + 22)GernG2 + 2ehGounAGE
+ h(h + 22)G1nGAG, + WGanAGAG:], 3) |
- <[n[cw |[@|l[[ ]} esp. [R[CW [ ] []2]]
ot C(k) (resp. C'(h)) est une fonction de A bornée lorsque % est

borné, vu la majoration de la norme de G, dans B(Lg — sz)p
(resp. B(Lge — N)) (§ 94).
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