CHAPITRE VI

ENSEMBLES SOUSLINIENS
ET THEOREME DU GRAPHE BORELIEN

Ce chapitre est consacré au théoréme du graphe borélien de L. Schwartz et & 'examen
de ses relations avec nos résultats et des améliorations qu’on peut y apporter a la lumiére
des technicques développées dans les chapitres précédents.

On définit les ensembles sousliniens soit comme image continue d’espaces métricues,
séparables et complets, soit comme ensembles munis d'un crible, qui est une sorte de
réseau particulier.

Nous adoptons le deuxiéme point de vue. Par la considération explicite des cribles,
il permet d’obtenir, outre des théorémes du graphe fermé dans leur forme classique,
¢’est-a-dire des critéres de continuité d’opérateur, des propriétés de localisation analogues
3 celles du chapitre ITT. Moins générales que dans les espaces & réseau strict, ces propriétés
débouchent néanmoins sur des théorémes de permanence des espaces sousliniens, ana-
logues & ceux du chapitre IV,

1. Ensembles sousliniens

Comme dans le reste du travail, nous supposons que les espaces E et F consi-
dérés dans ce chapitre sont des espaces linéaires & semi-normes.

Bien entendu, on peut définir les ensembles sousliniens dans un contexte plus
général, mais nous ne les utiliserons que dans le cadre des espaces linéaires a semi-
normes auquel il faut nécessairement se restreindre pour les propriétés que nous
nous proposons d’établir plus loin.

DEFINITION, — Un ensemble e ¢ B est souslinien s’il existe des sous-ensembles
de e,
gy By 15 oy N €N,
tels que
o0
(a’) € = U enla
My=1

a0
€nysees iy :mkilenl,.“,nk, Vk > 1,Vn, ..., np-1€N,
(b) pour toute suite ng, kN, fixée,
frel
N en ...
g1 1T

se réduit & un seul lément f de e et, quels que soient fi € €y la suite fy tend
vers f dans E.
3 7 o
L’ensemble des eq,,...,n;, est appelé un crible de e.
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ProrosiTion 1.
sous-ensembles de e

tels que
(a")

e
Nyyee

— Pour que e soit souslinien, il fout et il suffit qu’sl existe des

€ny e g k,ni, ..., np €N,

w
Mg = U €yt Vi > 1,Vny, ...,np—1 €N,
np=1 -

(b") pour toute suite ny fivée, il existe f e tel que

w
f= 0N ey

po1 1R

et, pour toute semi-boule by(e) de centre 0 dans E,

€,y Cf 4 byle)

dés que k est assez grand.
Pour établir la condition nécessaire, montrons que, si

{enl,,_,,nk vk, .., g € NY

est un crible de E, il satisfait aux conditions de 1’énoncé. Il suffit de vérifier (b').
Prenons pour f l'intersection des - Si Cn, e & f + bp(e) pour k assez

rand, il existe une suite fr € e,
) 7

S telle que p(f — fx) > € pour une infinité

de valeurs de k, ce qui est absurde car fr— f, par définition du crible.
Passons & la condition suffisante. Supposons que

e?ll,--.,ﬂk; k; ')’Ll, ey ﬂ'k € {N:

vérifient les conditions (a’) et (b’) de la proposition.

Pour tous ngy, ..

telles que

et posons

11 est immédiat

. Ny € IN, désignons par & l’ensemble des suites

m o= (my : ke N),

my = ng, Vi < ko,

MAAVAAN A [ve]
€nyyen iy, = _)U N ey, my
me¥ k=ke+1
que

enl,...,nk“ C €nyyens g, C €ngsenigyy (*)

La premiére inclusion tient au fait que si fpe €y, il existe une suite ng,
A o .
k > ko, telle qu’il appartienne aussi & ey_,...,n, pour tout k, done, pour cette suite,

1

o0
e N en

h=ko+1 1,.“’9%'

La seconde est triviale.
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VWA WV . .
Les 2y constituent un crible de e.
Quel que soit n; €N, on a

WA
en, Ce.
. W . . .
En effet, si feenl, il existe une suite ng, £ > 1, telle que
fe enl,‘..,nw Vk > 1,

ce qui entraine que f appartient & e, par la condition (b’) ci-dessus.

On a done
* D wan
e= U e, CU ey Ce
ny=1 1 Ny=1 1
et
D W
e= U ¢y
ny=1 1
De méme, on voit sans peine que, pour tous & > 1 et ny, ..., ng1€N
VWAVWAAVVAAAAAA D WAAMWAAMMA
en g = Y ln_,.. g
1P np=1 2 g

Done la condition (a) est satisfaite.
Vu (*), on a

enl,...,n;c = enl,...,nk

quels que soient k, n1, ..., ny € N, d’oli, pour toute suite ny fixée,

0O AR
N en,..,n
k=1 % k

WWANY WA

ge réduit & un élément f € e. Il est immédiat, d’apres leur définition, que les en,,...,n
contiennent f, done

MAA WANVWY
€,y gy

I
IDB

Soient enfin f; E\g;;,...,nk pour tout ke N. Quel que soit by(e) fermé, pour k
assez grand,

enl,...,nk C enl,.“,nk Cf + byle),

done fp— f dans E.

2. Propriétés de permanence

Examinons les propriétés de permanence des ensembles sousliniens. Ces pro-
priétés sont pour la plupart celles de Bourbaki ([8]). Dans [8], les espaces sousliniens
sont supposés métrisables, restriction inutile dont on se débarasse sans difficulté
(cf. Schwartz, [45]). Les démonstrations données ici sont évidemment différentes
puisqu’elles reposent sur la définition par les cribles que nous avons adoptée (Pour
I’équivalence des deux définitions, on se référera par exemple & [8], ex. 6, p. 143).
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PROPOSITION 2. — Si e est souslinien et si ¢’ Ce est sq-fermé dans e, alors e’ et
Cee’ sont sousliniens.

Soit
{enl,,..,nk vk, my, .., e NG
un crible de e.
Si e est sqg-fermé, les ensembles
’ . ’
Cngpeently = Cnpsen Ne

constituent un crible de e, si on élimine ceux d’entre eux qui sont vides. Aprés
cette élimination, les n; ne parcourent plus N mais une partie de N. Pour rester
en accord avec la définition adoptée, il suffit de les renuméroter par un indice par-
courant IN, quitte, si les ny sont en nombre fini, & associer le méme ny & une suite

de IN.

On a visiblement
[ee]
e = U e Ney
Jy=1 1
et

o>
= U e'menl,._,,nk, Vi > 1,m, ..., np—1 €N.

!
e N e"r
np=1

4..,777‘:,__1
De plus, soit n; une suite fixée, telle que
e N Cn ooy #+@,VkeN,

et soit f Uintersection des ey .. n,.
1 P
Sifree Ney, .. la suite f5 converge vers f. Comme ¢’ est sq-fermé et con-
k Tysnees Mg
tient les f, il contient aussi f, d’ott la conclusion,
Démontrons & présent que, si e’ est sg-fermé,

ell J— Cce/
est souslinien.
On a

e = ) en,

e ce”’ o
Ts eees N

1

L’inclusion o5 est triviale. D’autre part, si fee’, il existe une suite ny telle
que

fe €,y VkelN.
Pour k assez grand,
enl,...,nk ce’.
En effet, si ce n’est pas le cas, il existe une suite
e en ey N e, VkeN.

Cette suite converge vers f, d’oll, comme ¢’ est sg-fermé, f appartient & e’, ce
qui est absurde.
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On vérifie immédiatement que les ensembles

"
em ;.. my
définis ci-dessous forment un crible de e”.
Les ensembles e’ sont les e ~ contenus dans e’/, renumérotés avec un
Ny Myseens T s

o C
seul indice. Si ¢, = €n,,...,ny; ON POSE

" .
eml,mg,‘..,mi = enl,‘..,nk,nzz,.“,nzz» Vi > 1,me, ..., myeN.
ProrosiTioN 3. — 7Toute union et toute intersection dénombrables d’ensembles

souslintens contenus dans B sont souslintennes.
Si e, sont les ensembles sousliniens considérés et

{e® ap B s o, € INY

(YN

leurs cribles respectifs, les ensembles
(”@“1 = en,, M€ N,

Enyyinyy, = eggg,?w_, E>1,n,.., npeN,

[va]
constituent visiblement un crible de U ey.
n=1

Passons au cas de I'intersection et posons

Considérons les e,(zll) N e non vides et désignons par @”’ml les ensembles ainsi
déterminés, renumérotés par un indice parcourant IN.
Si
— oD
fml =elNe,

les @’"ml,mz sont les ensembles

1 (2)
e ny OV lny O €
non vides, renumérotés par un indice mg parcourant N. On définit de proche en
proche les é’ml,,,,,mk de fagon analogue.
Les & .....m, constituent un crible de e.
1M

D’une part, il est immédiat que

fee]
e= U el Ne,
ny=1 1
[=e} 0
e,(ll)ﬂ e=(U e YN(UeHne= U (), N e.ffi)ﬂ e)

Ny s
Ny = ni=1 ~* Mg, =1 172
et ainsi de suite.

D’autre part, soit my, ke N, une suite fixée et soient ng, ny, ny, ..., k€ N, les
suites d’indices correspondantes dans les cribles de e, eg, ... . Il existe des éléments
f.f.... de E tels que

® <
N 2

I TR

@0

— 1) L
f_ M eﬁzl,,,.,n[;’f -
np=1 ng=1
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Si
flc € gvlzl,...,wzk, VikeN,
la suite fp, répartie dans les e(l) Lt successifs, converge vers f dans E. Comme,

& partir de fp, elle se répartit aussi dans les e,,> .y elle converge vers [ et ainsi
de suite.

De la, on a
fee,feeq, ...
et, comme la limite de la suite f, est unique,
=t =
Done f appartient & e, ce qui établit la proposition.
On sait que les ensembles boréliens de E constituent le plus petit ensemble

de parties de E (relativement & c) qui contient les complémentaires, les unions et
intersections dénombrables de ses éléments et les ensembles fermés de E.

On peut introduire une notion analogue relative aux ensembles sg-fermés.

DEFINITION. — On appelle sq-boréliens de E le plus petit ensemble de parties
de B qui contient les complémentaires, les unions et intersections dénombrables
de ses éléments et les ensembles sg-fermés de E.

Visiblement, tout borélien de B est sq-borélien.

La propriété suivante résume et compléte la proposition 2 ci-dessus.

ProrosrrioN 4. — 81 e C B est souslinien et ¢’ sq-borélien dans B, alors e N e’
est souslinien.

Considérons I'ensemble % des parties de E tels que ene’ et e (e’ soient
sousliniens.

En vertu de la proposition 2, & contient les ensembles sg-fermés de E. De plus,
par la proposition 3, & contient les unions et intersections dénombrables de ses
éléments. Enfin, & contient visiblement les complémentaires de ses éléments.

Dés lors, & contient les ensembles sg-boréliens de E, ce qui établit la propo-
sition.

ProPOSITION 5. — Si © est une application sq-continue de e dans F, c’est-a-dire
telle que

fm—>f dans e = ¢fy— of dans I,

et st e est souslinien, @(e) est soushnien.

Tl est immédiat que si les Cnyyonn forment un crible de e, les cp( ,,,%) forment
un crible de ¢(e).

Combiné avec la proposition 3, cet énoncé donne le

COROLLAIRE 1. — Si e est union dénombrable d’images par des applications
sq-continues d’ensembles sousliniens, il est souslinien.

En particulier, st E est limite inductive d’'une suite d’espaces sousliniens, il est
souslinien.

Voici un autre corollaire utile.
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COROLLATRE 2. — St L est un sous-espace linéaire fermé de B et si e est souslinien
dans E, son image dans E[L est souslinienne.

ProrostrioN 6. — Tout produit dénombrable d’ensembles sousliniens est sous-
linten.
Soient e® gousliniens et soit
{e,}:z’_m,nk tkym, ., mpe NG,

un crible de ¢® pour tout e N.
Les ensembles
e§111> X e@ x e® x ..., nmeN,

eD e % e® X ..., m, ng, n €N,

nyng
2 3 ’ ’ "
e‘flvll),"z{na X e,f,lfné X e%,,&) X ..., T, Ng, Ny, Ny, Ny, By €N, ..

forment un crible de
s}
H e,
=1

si on renumérote (ng, ny) (vesp. (ns, ng, 7y), ...) avec un seul indice, parcourant IN.

ProrositioN 7. — Soient E,, n € N, une suite d’espaces emboités en décroissant
et tels que, pour tout n e N, Didentité de Epyq dans B, soit sq-continue. Appelons E
la limite projective des Ey,.

Si ey C By, est souslinien dans B, pour tout ne N,

feo)
e=1MNey
n=1

est souslinien dans E.

Avec les notations de la démonstration précédente, un crible de e est défini
par les ensembles

Co“’nl = eﬁ}fﬂ e,n €N,

2) ’
g”r("z’”;) — 35111),9:2 N eﬁzl, N e, g, ng, ny3 €N,

2 — L1 (2) (3) [N
67‘1’("2””1%("3’";:"1/) = egll),nz,n3 N LA M eni’ , N1, N2, Ng, Ny, Mg, Ny € N,

Ces ensembles satisfont visiblement & la condition (a) de la définition du crible,
si on les renumérote comme ci-dessus.

Fixons une suite ny, (ng, n), (ng, ng, n3), ... . Si les f,, appartiennent aux ensem-
bles correspondants, la suite f, converge dans chaque E; vers un élément /@ de e;.
Le fait que la convergence dans E;y; entraine la convergence dans E; montre que
les /@ sont tous égaux entre eux, d’ol, si f est leur valeur commune,

[ee]
jeN e, —=e.
n=1

Il est alors immédiat que f est dans l'intersection des ensembles du crible
correspondants & la suite d’indices fixée.
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ProproSITION 8. — St e est souslinien et si
{6%1:-~-:7% ckyma, o mp€ N}

est un crible de e, les en,,..., sont sousliniens.

g

C’est immédiat, chaque en,, ... admettant

N
{enl,»..,nk k> kO, 77’k0+19 ey MR E [N}

pour crible.

3. Exemples

Voici un exemple trés important d’ensemble souslinien.

De cet exemple et des propriétés de permanence, on déduit aisément que de
nombreux espaces usuels de I’analyse fonctionnelle sont sousliniens.

ExpmprE 1. — Si E est & semi-normes dénombrables et si e C E est sq-complet
et séparable, e est souslinien.

Soient p;, © €N, les semi-normes dénombrables de E et soit

{fi:jeN}
un ensemble dénombrable dense dans e.
Les ensembles

6n1 = [fnl -+ bpl(l)] MNe,

ol ny parcourt N,
n,my = [f'n + bpz(l/Z)] MNen Ne,

ol ng prend les valeurs pour lesquelles Cny,my D ’est pas vide, et ainsi de suite, consti-
tuent un crible de e, aprés renumérotation convenable des indices, & condition de
prendre les semi- boules considérées fermées.

La condition (a) de la définition est trivialement satisfaite.

De plus, si on fixe une suite ng, £ € N, et si on prend un élément gz dans chaque
€n iy la suite gy est de Cauchy, car, si kb <2 << 7,5,

Prl(gr — 9s) < pilgr — gs) < 27010

si inf (7, §)— o0, pour tout £ fixé.
Comme e est sg-complet, la suite g converge donc dans e. Comme les Cnyyonymy
sont fermés, sa limite g leur appartient, d’olt la conclusion.

CoROLLATRE. — St E est un espace de Fréchet séparable ou la limite inductive
d’une suite de tels espaces, il est souslinien.

Le premier cas découle immédiatement de l'exemple 1.
Pour le second, on applique le corollaire 1 de la proposition 5, p. 105.

Avant de passer aux exemples suivants, rappelons le théoréme de Banach-
Steinhaus : foute suite Ty, € L (B, F), équicontinue et telle que Tpf converge dans F
pour tout f€ E (ou méme pour tout | appartenant & un ensemble dense dans B si F
est sq-complet) converge dans £ p(E, F).
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ExeMPLE 2. — Si E est & semi-normes dénombrables et séparable, B est sous-

. . pc
linien.
En particulier, B* est souslinien pour tout systéme de semi-normes plus faible
que celui de Ej .
Si pg, €N, désignent les semi-normes de E, b; les semi-boules bpi(]./'i) et b
leur polaire, on a
<0
E* = v b,
i=1

Or chaque b9 est sqg-complet et séparable dans E* muni des semi-normes dénom-
brables

sup | C(fy) |,
j<N

ol {f; :jeN} est dense dans E. Il est donc souslinien dans cet espace, et, vu le
théoréme de Banach-Steinhaus, il est souslinien dans Ej.

L’union des 5% est donc aussi souslinienne, d’ott la conclusion.
2 H

Exemrre 3. — St E est limite inductive d’une suite d’espaces & semi-normes

dénombrables et séparables, E;c est souslinien.

Appelons E; I'espace E* muni des semi-normes
sup | T(f) |,
feK

ou K parcourt I’ensemble des précompacts des différents E;.

Comme on ne suppose pas la limite inductive stricte, on ne peut pas affirmer
que tout précompact de E est contenu dans un E; et y est précompact. Donc le
systéme de semi-normes de Ej est plus faible que celui de E,.

Toutefois, 'opérateur identité de E dans E;, est sg-continu.
De fait, soit Ty, tendant vers 0 dans E.

Les restrictions des Ty & E; convergent vers 0 dans (Ei);c. Donc elles sont
équicontinues dans E;. Comme c’est vrai pour tout ¢ e N, la suite T, est équicon-
tinue dans K. Donc la suite T tend vers 0 dans E;C.

Pour prouver que B, est souslinien, il suffit done, en vertu de la proposition 5
pe 4 2 B
. 105, de démontrer que E® est souslinien.
> %

L’espace E* g’identifie au sous-espace & de

g
i=1

formé des éléments
(Cy, Ty, Tg, ...)
tels que
Ci(f) = Tenalf), Vie E;, Vie N.

En outre, le systeme de semi-normes de E} est celui qu’induit dans £ le produit

o0

[T @

=1
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Le produit en question est souslinien, vu la proposition 6, p. 106 et 'exemple 2
ci-dessus. Or & est visiblement un sous-espace fermé de ce produit, d’otr la con-
clusion.

ExenprE 4. — Si E est & semi-normes dénombrables et séparable et si ¥ est un
espace de Fréchet séparable, Vespace & pe(E, F) est souslinien.

On sait que F est souslinien. Soit
{enl,,,,,nk 2k, na, ..., np e NG

un crible de F. Soient d’autre part p;, 4 € N, les semi-normes dénombrables de E,
¢, €N, celles de F et soit

{fr: keN}

un ensemble dénombrable dense dans E.
On forme les ensembles

{T S °g(E, F) . Tfl € enl 3 ql(Tf) < ’mlpil(]l), Vf € E}, 2.1, my, N1 € |N,

et on les baptise é”\,l, aprés numérotation des (41, my, 71) par vi € N. On forme ensuite

6@‘,1 M {T eZE,F): The ey my > Thee ent s q2(Tf) < "nzpizﬁ)a Vie E},
19, Mg, N9, 11 € N,

qu’on baptise @@‘,1,\,2 aprés numérotation des (zg, ma, g, ny) par v € N.

Et ainsi de suite.

11 est facile de voir que les &\, sV forment un réseau de B donc satisfont & la
condition (a) de la définition des cribles (cf. p. 100).

Pour toute suite vy fixée, choisissons Ty dans les (S’Vl,‘_,,vk successifs.

La suite T} est équicontinue. De fait, pour tout j, il existe i; et m; tels que,
si k> 7,

(Txf) < mypi(f), Vi € .

Comme ’ensemble fini {Ty, ..., Ty} est équicontinu, il existe my et 1; tels que
0(Tuf) < mipis(f), Vi€ B, Vk e N.

Vu le mode de construction des &, - la suite Tyf; converge pour tout f;.
Dés lors, par le théoréme de Banach-Steinhaus, elle converge dans & p.(E, F).
Enfin, il est trivial que sa jimite T est 'intersection des &y ..., dou la con-
Vreeo Vg
clusion.

ExXEMPLE 5. — Si B est limite inductive d’une sutte d’espaces E; a semi-normes
dénombrables et séparables et si T est un espace de Fréchet séparable, Uespace L po(E, F)
est souslinien.

On trouve dans Schwartz ([45]), un théoréme analogue, ot I est supposé limite
inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet séparables et ot F est réunion
d’une suite d’images continues d’espaces de Fréchet séparables.

On se débarrasse ici de I’hypothése que la limite inductive soit stricte en
restreignant le choix sur F. En gardant I’hypothése de Schwartz sur E, on verra
(cf. théoréme 3, p. 123), qu’on peut améliorer I’hypothése sur K.
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Démontrons que & (E, F) est souslinien.
Désignons par Zy(E, F) 1’espace Z(E, F) muni des semi-normes
sup q(Tf)
feK
ol ¢ parcourt I’ensemble des semi-normes de I' et K ’ensemble des précompacts
des différents E;.

En procédant comme dans la démonstration de I’exemple 3, p. 108, on voit
que Popérateur identité de Z,(E, F) dans Z,(E, F) est sg-continu, done il suffit
de démontrer que le premier espace est souslinien.

Or, pour tout 7 € N, on peut assimiler #(E 1, F) & un sous-espace de £ (E;, F)
et le plongement de Zp.(Bit1, F) dans L pe(E;, F) est continu. On a alors

LB, F) = O LB, )
i=1
et les semi-normes de £, (E, F) sont celles induites dans Z(E, F) par les différents
L (B, F).
De la, par la proposition 7, p. 106, %, (E, F) est souslinien.

4. Quelques théorémes de catégorie

Le théoréme du graphe borélien de Schwartz, qu’il a démontré & partir de sa
théorie de la mesure, a été établi par Martineau ([31]) & partir de propriétés des
ensembles maigres beaucoup plus fines que celles utilisées jusqu’ici, que ’on trouve,
pour la plupart, dans 'ouvrage de Banach [4]. .

Si on se référe aux sources citées par Martineau ([4] et [8]), il semble que sa
démonstration, qui repose essentiellement sur la proposition 10, p. 111, soit inféodée
& laxiome de Zorn. Une discussion précise du théoréme en question montre qu’il
n’en est rien, pour l'essentiel des résultats.

Les théoremes qui suivent se trouvent pour la plupart dans [4], [8] ou [33], ot
on ne discute toutefois pas leur dépendance vis-a-vis de l'axiome de Zorn.

DeriniTIONS. — Soit ¢ ¢ E. On note D(e) I’ensemble des /€ E tels que, pour
toute semi-boule b de centre 0 dans E,
(f+bne

ne soit pas maigre. On note 0O(e) 'intérieur de e.
Voici d’abord quelques propriétés élémentaires de D(e) et O(e).
ProrosiTION 9. — a) D(e) est fermé et contenu dans é.
b) 87 e1 C ez, on a D(er) C Dies).

e) On a fe0(e) si et seulement si il existe une semi-boule b de centre O telle que,
pour toute semi-boule b’ contenue dans f -+ b, b’ N e ne soit pas maigre.

d) S¢ e est absolument convexe, D(e) et 0(e) sont absolument convexes.

a) On note que, si fo € D(e), fo + % b contient fe D(e). Alors <f -+ % b> Ne et

a fortiori (fo 4 D) M e ne sont pas maigres, done fo € D(e).
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¢) La condition est nécessaire.

Si fo € 0(e), il existe b tel que fo + b c D(e). Dés lors, quelle que soit la semi-
boule ouverte b’ C fo + b, si fe ', il existe b’ tel que (f + b"') N e ne soit pas maigre
et que f - b cb’, ce qui prouve que b’ N e n’est pas maigre.

La condition est suffisante.

Si toute semi-boule contenue dans fo + b rencontre e suivant un ensemble

1
non maigre, tout ; appartenant a fo + 3 b est dans D(e), donc fy appartient & I'inté-
rieur 0(e) de D(e).

d) Démontrons que D(e) est absolument convexe. Il est alors immédiat que
0(e) I'est aussi.

Soient ¢, ..., ¢n € C tels que ? le;| <1 et soient fi, ..., f, € D(e). Supposons

que ¢ # 0. Soit b une semi- boule donnee de centre 0 dans E. Il existe, pour tout
2N} 7,0, gi € (fi + D) M e puisque ces ensembles sont non maigres, donc non vides.
On a alors

n
( z cify) + 0o Z cigs + cifi, + i b
i=1 it

L’intersection du second membre avec e contient ¢; [(}‘¢0 + b)Ne], qui est non
n

maigre. Donc z ¢ifi € D(e), ce qu’il fallait démontrer.
i=1
Les ensembles O(e) possedent quelques propriétés remarquables. Nous n’expo-
sons ici que celles qui seront nécessaires plus loin.

ProrostTioN 10. — 8i E est a semi-normes dénombrables et séparable, e\ 0(e)
est maigre, quel que soit e C .

De la, e est maigre st et seulement st O(e) est vide.

(Z) Le méme théoréme est valable sans hypothése sur E, moyennant recours d
Paxiome de Zorn.

a) Supposons d’abord E & semi-normes dénombrables et séparable.

Désignons par p;, © €N, les semi-normes de B, par

{fk ke N} s
un ensemble dénombrable dense dans E et par {3, Ie N, les semi-boules ouvertes
fr + bp,(1/7)

dont lintersection avec e est maigre, renumérotées avec un seul indice.

On a

N0 U @ (4

De fait, si / ¢ 0(e), pour toute semi-boule b de centre 0, il existe une semi-boule
Pc/+ b telle que B e soit maigre. Or B contient au moins une semi-boule
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fx + bp,(1/1). Cette derniére semi-boule fait partie des ; et, par conséquent, / + b
rencontre 'union des P; quel que soit b, ce qui entraine

I=1
De (*), on tire
o -
eN0(e) ¢ ( Y f)Nec 131 e (I\=J1 Br)
L’ensemble
/m'\
U B
=1

est la frontiére d'un ouvert, donc c’est un fermé d’intérieur vide et il est maigre.
Les B; N e sont également maigres. Comme ils sont dénombrables, leur union est
maigre et on obtient que e\ 0(e) est maigre.

Pour le cas particulier, on note, en se reportant a sa définition, que 0(e) est
vide si e est maigre.

Inversement, si O(e) est vide, e c e\ O(e) est maigre.

b) La généralisation du théoréme au cas d’un espace E quelconque est due
& Banach ([5]). En fait, il a traité le cas d’un espace métrique non séparable, mais il
suffit de substituer des ouverts aux sphéres qu’il considére pour obtenir le cas général.

Avant de traiter le cas général, voici d’abord un lemme utile.

Levve. — Soit
0= {wy:aef}
un ensemble d’ouverts deux a deux disjoints de E.
St
eCU wgy
weS

et st, pour tout a €5, e N wy est d’intériewr vide, alors € est d’intérieur vide.
St

eC\U Wy,
152

et si, pour tout o €5, e M wy est matgre, alors e est maigre.
Traitons le premier cas. Supposons que w = ¢ ne soit pas vide.
Comme la frontiére de 1’ouvert

U we
aeS

est d’intérieur vide, I'ouvert o rencontre nécessairement I'union des wy, done ren-
contre un wy . Il existe alors un ouvert non vide w’ contenu dans ¢ et oy Or il
est trivial que

é(‘\co%Ce('\wao,

d’ott ' est contenu dans un fermé d’intérieur vide, ce qui est absurde.
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Pour le second cas, on note que, si chaque e N wy est maigre, il est contenu
dans une union dénombrable de fermés d’intérieur vide :

(oo}
eN wgCU Fy o

n=1
Posons
en = U (Fu,a N ).
ueS
On a encore

w0 e} —

eCUepCU ey,
n=1 n=1

Or les e, sont d’intérieur vide, puisque

en N g = Fpa M 0o C Fo,o

est d’intérieur vide quels que soient n €N et « €.#. D’olt la conclusion.
Cela étant, si E est quelconque, la proposition 10 se démontre comme suit.
Désignons par @ les ensembles

{wg €S}

d’ouverts deux & deux disjoints de E, tels que wy M e soit maigre pour tout « €.7.

L’inclusion est un ordre partiel dans I’ensemble des 0.

8i O est un ensemble totalement ordonné d’ensembles @), ’'ensemble des ouverts
qui appartiennent aux différents @ est un ensemble de type 0, qui contient tous
les @ €Q, done c¢’est une borne supérieure de ).

Dés lors, il découle de 'axiome de Zorn qu’il existe un ¢ maximal, ¢’est-a-dire
tel que tout @ qui contient @ lui soit nécessaivement égal.

Soit
0= {wy:0€F}

un tel ensemble maximal.

On a

Co(e) c U wa (%)
=3

De fait, si f ¢ O(e), tout ouvert w contenant f contient un ouvert ' dont I'inter-
section avec e est maigre.

Si ' ne rencontre pas les wy, en 'adjoignant & 0, on obtient un ensemble ¢’
qui contient strictement (@), ce qui est impossible.

Donc «’ et a fortiori w rencontrent

U wg,
aeS
ce qui établit la relation (*).
De (*) découle alors que
/’\
eN_0(e) C (U wy) U (U wgNe).
agS oeS
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L’ensemble

/"\
U W,

frontiere d’un ouvert, est maigre. De méme, comme w, M e est maigre pour tout
aef, en vertu du lemme ci-dessus,

U wgMNe
aef

est maigre, d’ott e \ 0(e) est maigre, ce qu’il fallait démontrer.

Prorosrrion 11. — Soient e, ne N, des ensembles contenus dans E.
[Si E est a semi-normes dénombrables et séparable,]
@ o
0 (U en) \ [V 0(en)]
n=1 n=1

est mazgre.
Il suffit d’établir que

[<s] 0
0 (U en)c U Oeqn),

n=1 n=1
puisque le second membre différe de

@
U Ofen)
n=1
par la frontiére d'un ouvert, qui est maigre.
Or, si
@D

fEO(U en)>

n=1

pour toute semi-boule b de centre 0,

F+0N (U ey)= v (1 +b)N ey
n=1 n=1
n’est pas maigre. Pour au moins un n e N,
(7 + b) N ey

n’est done pas maigre.
Or, vu la proposition 10,

f+bNneclf+bn O(en)] U [en \\ Oen)].
ol en \_0(ey) est maigre. Donc
(f + &) N O(en)
n’est pas vide et f - b rencontre
O 0(en)
n=1

quel que soit b, ce qu’il fallait démontrer.
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PropostTioN 12. — Soit B un espace de Baire.
Si 0(e) n'est pas vide et si 0(e) \_e est maigre, on

0(e) — O(e) ce —e.
Soit f e 0(e) — 0(e). L’ensemble
0(e) N [0(e) — /1 (*)
est un ouvert non vide de E. Il n’est donc pas maigre.
Par hypotheése,
Ole)ceU &,
ot & est maigre. De la,
0(e) N [0e) —flc (e W &) N [(e U &) — ]
clen(e—NV &,
ol
&'cédU(E—I)
est maigre, ce qui exige que
eN(e—f#ad.
Il en résulte que f appartient & e —e, d’out la these.

ProposorioN 13. — [Soit B & semi-normes dénombrables et séparable.]

Si e c B est absolument convewe, non maigre et tel que 0(e) \_e soit maigre, e est
d’intérieur non vide.

Comme ¢ n’est pas maigre, vu la proposition 10, p. 111, O(e) n’est pas vide.
En outre, comme ¢ \_0(e) est maigre, O(e) n’est pas maigre.
Pour démontrer le théoréme, il suffit d’établir que
O(e)ce—e.

En effet, ¢ — e est contenu dans 2e, donc on aura ainsi que 2¢é n’est pas vide, de
méme que é.
Si f € 0(e), 'ensemble
0(e) N [0(e) — 1]

n’est pas maigre. En effet, si f € 0(¢), comme 0(e) est ouvert et absolument convexe,
(cf. proposition 9, d), p. 110), il existe A € ]0, 1[ tel que

fe20(e).
De 14,
(1 —2)0(e) — f c O(e) N [0(e) — /]

et, par conséquent, le second membre n’est pas maigre.
Or, comme 0O(e) \_e est maigre, en procédant comme dans la démonstration
précédente, on voit que

0(e) N [0(e) —flc[en (e— NIV &7,
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ol & est maigre, ce qui exige que e M (e — f) soit non maigre, donc non vide, et
que f appartienne & e — e.
Les propositions 12 et 13 ci-dessus sont inspirées du théoréme 3 de Martineau [31].
Voici enfin un théoréme dit & O. Nikodym (cf. [35]).

Prorosition 14. — [Soit E & semi-normes dénombrables et séparable.]

Si e est souslinien, 0(e) \ e est maigre.

Sz, en outre, e est absolument convexe et non maigre, il est d’intériewr non vide.
Soit

{en“,,,,nk vk, m, ., npe NG

un crible de e.
Comme

e = U €ns
ny=1
en vertu de la proposition 11, p. 114, on a
0(e)c O 0(en,) U &0,
=1
ol &y est maigre.
De méme, quels que soient £ > 1 et 2y, ..., np3 €N,

o
6”1"”""1.’-1 :n;-):lenl’m’nk’
d’ont
o0
0(‘3% o py) )?I.,L=jl O(in,“.,nk) v g”y""”kﬂ’
ol g”r .my_, ©st maigre.
Posons
[eel [ve]
= U U (o@n ,,«nkU(o@o.
k=1 np=1

C’est un ensemble maigre. De plus, on a
O(e)ceU &.
En effet, si fe0(e) \_&,
fe U O(en ),
ny=1
d’ou fe O(e,,ll) pour au moins un n; € N. Pour cet n; fixé, on a aussi
@
fe v O(in,ﬂl)a
Ng=1
d’ott f€0(e pour au moins un ng € N. De proche en proche, on détermine ainsi
1y, F
une suite 7y telle que
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Or

O(enl,.u,nk) Celny,ng
pour tout ke N, d’otr

«©
fe N en, . m

k=1 1
ott le second membre se réduit & un élément de e, ce qui entraine que f appartient & e.

Si en outre e est absolument convexe et non maigre, les hypotheses de la pro-
position 13 sont satisfaites, donc I'intérieur de e n’est pas vide.

5. Théoréme du graphe borélien

Le théoréme du graphe borélien de L. Schwartz ([45]) s’énonce comme suit.

TufioriMe 1. — Soient K ultrabornologique et ¥ souslinien.

Si T est un opérateur linéaire de B dans F, & graphe sq-borélien dans E X F,
T est continu de E dans F.

Méme énoncé si, aw liew d’étre ultrabornologique, B est limite inductive (quel-
conque) d’espaces de Baire sousliniens [ semi-normes dénombrables].

En fait, Schwartz suppose T & graphe borélien. Il paraissait surprenant que,
dans les cas usuels ot son théoréme s’applique, on puisse aussi supposer le graphe
de T sg-fermé, en appliquant le théoréme 1, chap. II, p. 28. L’hypothése que le
graphe de T soit sg-borélien contient & la fois le cas ou il est borélien et celui ol il
est’ sg-fermé, ce qui régle la question. La possibilité d’améliorer Phypothése tient
au fait que toute partie sg-borélienne d'un souslinien est souslinienne (cf. proposi-
tion 4, p. 105). C’est la propriété formulée dans Bourbaki ([8]) pour les ensembles
boréliens et qu’il y a intérét & formuler pour les sg-boréliens quand on léve I'hypothese
de métrisabilité qu’il impose aux ensembles sousliniens.

Pour démontrer le théoréme, procédons d’abord & deux réductions de I’énoncé.

a) On peut supposer B de Banach.

Si B est ultrabornologique, il est limite inductive d’espaces de Banach E.
Pour que T soit continu de E dans F, il suffit que sa restriction T, & K soit con-
tinue de B, dans F quel que soit «.

Or le graphe de T, est encore sq-borélien dans Eq X F.

De fait, si & est I’ensemble des ensembles de E X F dont la restriction & By X F
est sg-borélienne dans B, x F, il est trivial que & contient les ensembles sq-fermés
dans E x F, les complémentaires et les unions et intersections dénombrables de
ses éléments. Dés lors, & contient les sg-boréliens de E X F, ce qui entraine que
tout sg-borélien dans E x F est tel que sa vestriction & By X F soit sq-borélienne
dans B, x F.

Done, si le théoréme est vrai pour E de Banach, il est vrai pour E ultraborno-
logique.

b) On peut en outre supposer B séparable.

Pour que T soit continu de I'espace de Banach E dans F, il suffit que I'image
par T de toute suite convergente dans E soit convergente dans F. 11 suffit done
que T soit continu dans 1’enveloppe linéaire fermée de la suite, qui est un espace
de Banach séparable.
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Or, si L est un sous-espace de I et si %(T) est sg-borélien dans E x T, le graphe
de la restriction de T & L est sg-borélien dans L x F. La démonstration est analogue
a celle de la réduction précédente.

¢) Supposons donc que E soit un espace de Banach séparable.

L’espace E X F est souslinien puisque B et F le sont. De méme, %(T), partie
sg-borélienne de E x F, est souslinien.

Soit  une semi-boule fermée de centre 0 dans F. En notant prg la projection
de E X F sur K, il vient

Tap = pre ({(f, Tf) : Tf € B}).

L’ensemble
{(t, Th : Tfep}

est fermé dans Z(T), done il est souslinien. Dés lors, sa projection sur E, T_1f3, est
aussi souslinienne.

L’ensemble T_if3 est en outre absolument convexe et absorbant. Il en résulte
qu’il n’est pas maigre, car

E= U mT_,

m=1
ot E n’est pas maigre.

Des lors, vu la proposition 14, p. 116, T 4B est d’intérieur non vide et contient
une semi-boule de centre 0, ce qui prouve que T est continu.

Si E est limite inductive d’espaces de Baire sousliniens, on procéde de fagon
analogue.

On se raméne d’abord & supposer E de Baire et souslinien.

On poursuit alors la démonstration comme ci-dessus.

Comme E est souslinien, il est séparable : on obtient un ensemble dénombrable
dense dans E en fixant un élément dans chaque e, seoomye 51l est en outre & semi-
normes dénombrables, la proposition 14, p. 116, s’y applique sans recours 3 ’axiome
de Zorn.

THEOREME 2. — Soient E ultrabornologique et F souslinien. Si T est un opérateur
linéaire défini d’une partie de F sur B & graphe sq-borélien dans B x T, T est ouvert.

Méme énoncé si, au liew d’étre ultrabornologique, B est limite inductive (quel-
conque) d’espaces de Baire sousliniens [& semi-normes dénombrables].

La démonstration est analogue & celle du théoréme précédent.

Soit 8 une semi-boule de F. On doit démontrer qu’il existe une semi-boule b
de E contenue dans T.

Si E est limite inductive des E,, il suffit qu’il existe une semi-boule b, de
chaque E, contenue dans Tp.

On peut donc se borner & démontrer que T est ouvert de F dans chaque E,.
Pour cela, il suffit encore que, pour toute semi-boule 8 de F et toute suite f,, tendant
vers 0 dans Eg, fs appartienne & T pour m assez grand.

En effet, si B est la boule unité de E, et si, pour ancun ¢ > 0, on n’a eB ¢ Tg,

. . 1 \ .
il existe fn appartenant & — B et n’appartenant pas & TP, quel que soit m € IN.
m
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On se raméne au cas oit E est un espace de Banach séparable en substituant
& Ey enveloppe lindaire fermée de la suite fy.

En procédant comme dans la démonstration précédente, on voit que T est
encore & graphe sg-borélien dans F x E’, ott B’ désigne I'espace de Banach séparable
auquel on s’est ramené. Comme F X E’ est souslinien, #(T) est donc aussi sous-
linien.

Si B est fermé, de

T8 = pre [9(T) N pre, 1P,

on déduit alors que TP est également souslinien.

11 est aussi absolument convexe et absorbant dans E’, de Banach, donc il n’est
pas maigre. De 13, vu la proposition 14, p. 116, TB contient une boule de E’, d’olt
la conclusion.

Raisonnement analogue si E est limite inductive d’espaces de Baire sousliniens.
Sils ne sont pas & semi-normes dénombrables, il faut recourir & I'axiome de Zorn
pour pouvoir appliquer la proposition 14.

REMARQUES. — a) Dans les énoncés précédents, on peut encore supposer que E
est limite inductive d’espaces E, sousliniens et que Z(T) (resp. TF) rencontre
chaque E, suivant une partie non maigre de Ey. Cela implique que chague Eq
soit de Baire, donc I’amélioration ne porte que sur T. On trouve alors que Z(T)
(resp. TF) est égal & E.

b) La considération de relations linéaires permet, comme au chapitre 1I, de
formuler quelques variantes des théorémes 1 et 2. Leur formulation ne présente
aucune difficulté ; nous ne les développerons pas ici.

¢) Dans le théoréme 2, si T est continu, on revient au théoréme 1 en considé-
rant T-1 défini de E dans F/N(T), le quotient étant séparé car N(T) est fermé.

6. Théorémes de localisation et de relévement

On peut préciser le théoréme du graphe borélien en faisant jouer au crible de
I’espace souslinien qui y intervient un réle explicite. '
An théoréme 1, p. 117, correspond le théoréme suivant.

THEOREME DE LOCALISATION. — Sotent B un espace de Fréchet, F un espace
souslinien, T un opératewr linéaire de B dans F, a graphe sq-borélien.

St
{enl,_“‘%k ckym, .., npeNY
est un crible de F,

— il existe ny € N tel que T—18n1 ne soit pas masgre dans E. Pour cet ny, il existe une
semia-boule by de E telle que

Tbl C 6”1 —_— enl.

— St T_lenl,,,_,nk n’est pas masgre dans B, il ewiste nyi1 € N ftel que T_lenl,‘,,,nk “
ne soit pas maigre dans B. Pour cet ny41, il existe une semi-boule byi1 de E telle que

Togsi C enl,...,nkﬂ — enl,...,nkﬂ'
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En particulier, il existe une suite ny €N telle que T_lenl,,,.,,;k ne soit maigre
pour aucun ke N et une suite de semi-boules by de E telles que

Tby C €y T Cnpye VikeN.

Méme énoncé si B est de Baire, souslinien [et & semi-normes dénombrables].
On a

E—=T,F — U T_sen,.

ny=1

Comme E est de Baire, un des T_lenl n’est done pas maigre.
De méme, quels que soient &, n1, ..., nz €N, on a

[ve)
T—lenl,...,nk = U T_e,
=1

]_""’77’]C+1’
A . b > M
d’ott, si T—lenl,.“,nk n’est pas maigre, un des Tflen],n-,nkﬂ n’est pas maigre.
Supposons T_leﬂl,u,,nko non maigre.
Vu la proposition 8, p. 107, Cny,emy, est souslinien. Done E X en, ..oy, est
souslinien, son intersection avec #(T) aussi et enfin
T~137ll,~~~,nkr‘ = PTE [(E X e’nl,.--,'n]gﬂ) N g(T)]

est souslinien.
Vu la proposition 14, p. 116, I'ensemble

O(Tflenl,“.,nkn) \ T~lenl,...,nkn

est done maigre dans E. En outre, comme T—lenl,m ’,,,I;“ n’est pas maigre, O(Tflenl,“,,nk )
n’est pas vide (cf. proposition 10, p. 110). Donc en appliquant la proposition 12,
p. 115, on obtient

O(enl,“.,nk“) — 0(6”1’-'-’7%0) C Cityynmy, enl,...,nkﬂ-

Le premier membre est un ouvert contenant 0, done il contient une semi-boule
b’”o de centre 0 et il vient

ka C @nl,..‘,nku - enl,...,nk“,

d’ott la these.

Voici un corollaire curieux du théoréme de localisation.

(Z) CorROLLAIRE. — Tout espace de Baire souslinien est un espace & semi-normes
dénombrables.

En effet, soit E 1’espace et soit

{en.,.ony 2 by may oo, np € N}

un crible de E.
Prenons pour T lopérateur identité de E dans lui-méme.

Les conditions du théoréme de localisation sont satisfaites et, dés lors, il existe
une suite d’indices 7y et une suite de semi-boules by tels que

br C €ty T By g VkeN.
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Or, pour toute semi-boule b de centre 0 dans E, on a

Cnyeyny T O,y cb

dés que k est assez grand, car il existe f tel que

1
enl,...,nkcf -+ 3 b

deés que k est assez grand.
Donc les semi-normes de E sont équivalentes aux semi-normes associées aux bg.

On ne voit pas, comme c¢’était le cas pour les espaces & réseau strict (cf. corol-
laire 3, chap. III, p. 54) la possibilité d’établir que E est sg-complet.

REMARQUE. — Ce corollaive prouve que le gain de généralité qu’on obtient en
utilisant axiome de Zorn dans le théoréme du graphe borélien est illusoire.

En effet, tout espace de Baire souslinien étant & semi-normes dénombrables,
il fait partie des espaces qu’on atteint sans recourir & I'axiome de Zorn.

THREOREME DE RELEVEMENT. — Sott b souslinien et soit T un opérateuwr linéaire
défint d’une partie de E sur T, & graphe sq-borélien.

Pour toute suite gn € F, trés convergente vers 0, il existe une suite f, € E, con-
vergente vers 0, telle que

Tfn = gu, VR e N.

S, en outre, E est sq-complet et st T est & graphe sg-fermé, pour tout ensemble
trés compact X de ¥, ol existe un compact K’ de E, tel que

TK' = K.

Si la suite ¢y, est trés convergente vers 0 dans F, il existe un espace de Fréchet Fo,
un opérateur linéaire continu T” de Fy dans ¥ et une suite %, tendant vers 0 dans Fo,
tels que

gn = T'hy, Ve N.

On peut méme supposer Fy séparable, quitte & lui substituer I'enveloppe linéaire
fermée de la suite hy.

Soit
{en ey 1o, o mp € N}
un crible de E.
Considérons les ensembles
/ ’
e‘nl,.‘.,nk = T_1 (Tenl,.‘.,nk)'
On a

Fo — T/,(F) = T,(TE) = U ¢},

=1
et

0
e,’nl,_,‘,nk = U e Yk, ny, ....np€N.

!
Mg yerey nk >
Mprp=1 1’ +1



Vu la proposition 8, p. 107, les Cnyyesmy, sont sousliniens.
Les e/ ng & sont aussi. En effet, on note d’abord que

ﬂly“"
{,9)€E X Fo: Tf = Ty}

est sg-borélien dans E X Ky, comme image inverse par opérateur continu (1, T’)
de E x Fy dans E x F du graphe de T. De I3,

{9 €E X Fo: T'geTen,..m} = {(f, 9) € B x Fo: Tf = T'g} O (en,...,m, X Fo)

est souslinien, puisque ey ,..,n;, X Fo est souslinien. Sa projection sur Fo est aussi
souslinienne et c’est I'ensemble T {(Te,, ... 4,).
1 1oy
De plus, comme Fy est de Baire, on voit qu’il existe une suite d’indices ny tels

que les elnl""’nk ne soient pas maigres. Pour ces 7y, par les propositions 10, 12 et 14,

les ensembles 0(3111,~~,nk) ne sont pas vides et on a
’ ’ 7 1
O(enl,m,nk) - O(enl,...,nk) Clnpynny ™ Cnyyon s VkeN. (*)
Dans (*), les premiers membres sont des ouverts non vides contenant 0. Done
ils contiennent ki, dés que » est assez grand.
Il existe alors une suite d’indices vy, croissants avec k, tels que

hn € O(e;ll,n-,'ﬂk) - O(Q;z],...,nk) c e;,l,...,nk — 3;11,...,7%

pour tout » compris entre vy et vi41 et tout ke N.
A chaque h;, tel que vy <7 < vg41, on peut done associer f,, f;teenl,__,,nk
tels que
Ttn — Tt = T'hy = gn.

La suite f, — f;, tend vers 0 dans E, par définition du crible de B, puisque
fn et fi, tendent vers Iélément

©0
fO = nlenl,.‘.,nk-

A

Donc elle satisfait aux conditions de I’énoncé. Il reste & relever les éléments
g1, --+» g, -1, quon reléve par n’importe quoi vu qu’ils sont en nombre fini.

Supposons & présent E sg-complet et soit K un ensemble trés compact dans F.
Il existe une suite g,, trés convergente vers 0 dans F, telle que

Kc (U gy ={ > ougu: > lou] <1}

n=1 Lt
n=1 n=1

Si la suite g, est relevée par la suite f,, tendant vers 0 dans B, comme E est sg-complet,

I’ensemble

oW [ee]
{zcnfn32|0n|<l}
n=1 n=1

est compact dans E.
Démontrons que

T({ Z Confn Z l Cn | < 1}) = <}iJ1 gn>.
n=1 n=1 o
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De fait, comme %(T) est sg-fermé, si g appartient au second membre, pour
un choix convenable de la suite ¢y, il vient
N
g = lim ? Cndn
Ly

n=1

. = =T (> calu).

N
. n=1
Z cafn = lim z cnfn
n=1

n=1

Enfin, K est relevé par

{Zanf'n:z:icn] <1}0T_1K,
n=1

n=1

ol le premier membre est sg-fermé, donc compact, vu le lemme du chap. ITI, p. 60.

REMARQUE. — Ce théoréme et le théoréme de relévement du chap. I1I, p. 61,
sont assez voisins mais ne se recouvrent pas. Ainsi, si E admet un réseau strict, il
n’est pas nécessairement souslinien : il suffit pour cela qu’il ne soit pas séparable.
Inversement, soit E souslinien. S’il est sq-complet, on sait qu’il admet un réseau
de type €, mais on ignore si ce réseau est strict. Ainsi la seule considération des
réseaux ne permet pas d’atteindre le théoréme de relévement établi ici.

7. Nouvelles propriétés de permanence

Comme c’était le cas pour les espaces & réseau strict ou de type &, le théoréme
de localisation permet d’enrichir les propriétés de permanence des espaces sous-
liniens et conduit aux résultats suivants.

TriorEME 3. — Soit E un espace de Fréchet séparable ow la limite inductive
d’une suite de tels espaces et soit F un espace souslinien sg-complet ow la limite inductive
d’une suite de tels espaces.

Lespace F po(B, F) est souslinien.
a) Supposons d’abord E de Fréchet et séparable et F souslinien et sg-complet.
Soit

{enl,_,,,nk vk, ., mp e NG

un crible de F.
Pour tout opérateur T linéaire et continu de E dans F, en vertu du théoréme
de localisation p. 119,

— il existe un indice 73 € N tel que T_len1 ne soit pas maigre dans E et une semi-
boule b; de E telle que

Tt c en, — €n,;

n’est pas maigre dans E, il existe un indice ngz € N tel que

- Si I—len
100
ne SOit pa,s ma,igre dans E eb une semi-boule bk+] de E teﬂe que

ny

T—le'nl,.‘.,nlm_1

Tbyy C enl,...,nkﬂ - enl,..‘,nkﬂ-

123



Soient {p; : 1€ N} le systéme de semi-normes de E et b; les semi-boules by, (1/5).
Soit. en outre

{fi:jeN}
un ensemble dénombrable dense dans E.
Considérons les ensembles & (g 1ig,vy)s s 11, vi € N, formés des T € Z(E, F) tels
que
— Tflenl ne soit pas maigre,
- Tbil c en, — €n,>
— Tfl S5 6\,1.
Leur union est visiblement Z(H, F). Renumérotons-les par un seul indice m; € IN.
Formons ensuite les ensembles & (”1’”‘1’“1)'(“2’1’2”2-"’1)’ ng, 92, vz, v; € N, formés des
Te Z(E, F) tels que

— T_lenl,n2 ne soit pas maigre,

i)
— Tb. e —_—
zzc ny,m, 6"1’”2’

—_ Tfl S 8\,1,\,2 5 sz € 6%.

On renumérote encore (mg, 49, vg, vi) avec un seul indice parcourant N et on
poursuit la construction, de proche en proche.

Les ensembles ainsi formés constituent un crible de Z,.(E, F).

Tls vérifient visiblement la condition (a) de la définition du crible (p. 100).

De plus, soit mg, keN, une suite fixée et soient ng, ix, vg, vz, ... les suites
correspondantes.

Si la suite Ty, est telle que
Ty e CfJ@ml = (D@(n
elle est équicontinue.
En effet, soit ¢ une semi-norme de F. On a
€nsesny T Cngyeymy © by(1) (*)
des que k est assez grand, puisque, si g est 'intersection des Cnyene i
€nyysng C 0 + Bg(1/2)

pour %k assez grand (cf. (b’), p. 101). Supposons que (*) est vérifié pour k = ko.
Tl vient, pour tout k > ko,

1ivy) Toe (D@le,nzz = (D@(nl,il,vl),(112,1'2,\'2,\;1), e

Tlcbikq C Oy gy enl,...,nko C by(1),

d’out
1
(Z(ka) < ;;pikn(f), Yk > kO) Vf € E.
0

Comme Ty, ..., Ty _1 sont en nombre fini, ils sont équicontinus, done il existe ¢ == iz,
0
tel que

1
A(Tef) < 5 i), VI € E,
pour tout k < ko, done pour tout ke N, et la suite Ty, est bien équicontinue.
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La suite T,f; converge dans ¥ pour tout j fixé.
Cela résulte de la définition du crible de ¥, puisque les Tf; se répartissent
dans une suite - keN.
Si F est sq-complet, il résulte alors du théoréme de Banach-Steinhaus que la
suite Ty, converge dans . ,.(E, F).
La limite T des Ty, ne dépend que de la suite des my fixée. De fait, pour tout
jeN,
o0
Tfj = lim Tmfj = M

€u
seesbhop
m m=1 1

ne dépend que des my. Or, comme les f; sont denses dans E, T est complétement
déterminé par les valeurs qu’il leur associe.

Enfin, T est visiblement U'intersection de la suite d’ensembles du crible qui lui
correspond, d’ou la conclusion.

b) Suppos'ons a présent que I soit un espace de Fréchet séparable et que F
soit limite inductive d’une suite d’espaces sousliniens sg-complets F;.

On ne sait pas si ¥ est sg-complet, done on ne peut pas appliquer a).

Soit

{eld a1, e, np €N

Ny

un crible de chaque Fy. Les ensembles
en, = Fnl> n1 €N,

— p(N1)
€y, = Cpo) o E>1,n,...,n.6N,

constituent alors visiblement un crible de F.
Construisons encore les ensembles

6)1711,...,nzk> k» /rn'].) sy 771’/0 € II\I,

déterminés en a) relatifs a ce crible.
On obtient un crible de ., (E, F).

Il vérifie, pour les mémes raisons qu’en a), la condition (a) de la définition
des cribles.

De plus, pour toute suite m; fixée, si
T}c S gml,“‘,mk, V]C S N,

la suite Ty appartient & Z(E, le), par définition de @@ml. De plus, en procédant
comme en a), on voit qu’elle converge dans % p.(E, Fy, ). Or les semi-normes de le
sont plus fortes que celles induites par F dans le, done la suite Ty, converge alors
dans (B, F), ce qui permet de conclure comme en a).

¢) Soit enfin E limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet séparables E;,
T satisfaisant & I'une ou 'autre des conditions de I’énoncé.

La démonstration comporte deux étapes.

Désignons par Z, (B, F) 'espace Z(E, F) muni des semi-normes

sup ¢(Tf),
1eK
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ol ¢ parcourt ensemble des semi-normes de F et K P’ensemble des précompacts
des différents E;.

L’espace &, (E, F) est souslinien.
En effet, il s’identifie au sous-espace & de

BEZZCRNE
=1

formé des
(Tla TZ) . )
tels que
Tif = Tinf, Vie By, Vie N.

Or (*) est souslinien comme produit dénombrable d’espaces sousliniens et &
est visiblement un sous-espace fermé de (*), done il est aussi souslinien.

Si la limite inductive E est stricte, tout précompact de B est précompact dans
un des E;, done Z,(E, F) est en fait &, (E, F).

Ce n’est pas le cas en général, mais on va démontrer que 'opérateur identité
de Z(E, F) dans lui-méme est sq-continu de £, (E, F) dans £ (B, F). On en déduit
alors immédiatement que £ p,.(E, F) est souslinien.

Soit Ty, une suite convergeant vers 0 dans %, (E, F). Les restrictions des Tp,
& B; forment une suite bornée dans ¥y (E;, F), donc équicontinue puisque les E;
sont de Fréchet. Deés lors les T, sont équicontinus et, en vertu du théoréme de
Banach-Steinhaus, ils convergent dans % p.(E, F).

ReMARQUE. — Ce théoréme est énoncé par Schwartz dans [45], dans le cas
particulier oit E est limite inductive stricte des E; et olt les F; sont des espaces de
Fréchet séparables.

TukoriME 4. — 8¢ B est un espace de Schwartz & semi-normes dénombrables
et F un espace souslinien sq-complet ou la limite inductive d’une suite de tels espaces,
Lu(E;, F) est souslinien.

Comme E est de Schwartz et & semi-normes dénombrables,
LB}, F) = L (B}, F).

11 suffit donc de démontrer que Ej est limite inductive d’une suite d’espaces
de Banach séparables.

Soient p; les semi-normes de K, b; les semi-boules bp,(1/1), b% leur polaire.
Appelons E; I'enveloppe linéaire de b2 munie de la norme associée & b Cest un
espace de Banach.

Dans le choix des semi-normes de E, on peut supposer que, pour tout ¢, b4y est
précompact pour p;. Alors 0P est précompact dans Ej ;. Notons E; l'enveloppe
linéaire fermée de b2 dans Ej, , munie de la norme de Ej ;. C’est un espace de
Banach, séparable puisque b2 est séparable dans Ef ;.

Comme E est de Schwartz, E;, est bornologique et, dés lors, ¢’est la limite induc-
tive des I} (cf. [17], p. 257 et p. 262). C’est aussi la limite inductive des Ej, puisque

* ’ * .
E, C Ei C EH—I’ V@,
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Popérateur identité de chaque espace dans le suivant étant continu. D’out la con-
clusion.

TaEOREME 5. — Soit E limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Schwartz
a semi-normes dénombrables.

Soit F un espace soushinien sq-complet, muni d’un systéme de semi-normes {q}
tel qu’a toute swite g, € {q}, tl corresponde g € {q} et C, > O tels que

9n(9) < Cnqlg), VgeF, VneN,

ou la limite inductive d’une suite de tels espaces.
L’espace L (B, F) est souslinien.

REMARQUE. — On se référera & la proposition 1, chap. IV, p. 74, pour des
exemples de tels espaces F.

Soit E limite inductive stricte des E;.

Comme les E; sont de Schwartz,

Z =E], et (Ez)z = (Ei);c, VieN.

pe

Or, on a démontré en b), chap. IV, p. 72, que

. o %
ZL(E,, F) = 'U1 T L [(By),, B,
i=
olt 7; est un opérateur linéaire continu de & [(Ey),,, F] dans Z4(E,,, F) pour tout
1eN.
De plus, vu le théoréme 4, chaque & [(E;),,, F] est souslinien, d’olt la con-
clusion, par les propriétés de permanence des ensembles sousliniens.

Passons & présent au cas des produits tensoriels. Leur interprétation comme
espaces d’opérateurs, pour laquelle nous renvoyons au paragraphe 2, chap. IV,
p. 77, fournit quelques exemples de produits tensoriels sousliniens.

THEOREME 6. — St B est un espace de Fréchet et de Schwartz et F un espace
complet et soushinien, le produit tensoriel BEQF est souslinien.

\

De fait, le produit tensoriel EQ.F sassimile & un sous-espace fermé de
LHE,, F).

Or, comme E est de Fréchet et de Schwartz, B, = Ej et, comme tout ensemble
équicontinu dans E* est précompact dans Ej et inversement,

LB, F) = Zy(E}, F).

Vu le théoréme 4, p. 126, Z,(E;, F) est souslinien, d’ott la conclusion.

THEOREME 7. — Soit E limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
et de Schwartz. Soit ¥ un espace souslinien, complet et tel qu'a toute suite de semsi-
normes ¢n € {q}, 1l corresponde q € {¢} et Cp > O tels que

gx(9) < Cnqlg), Vg T, Vn e N.

~
L’espace EQF est souslinien.
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. S 1 *
Ici encore, EQ.F est un sous-espace fermé de Z(E,,, F) et on a

LB, ) = (B, F),

ca?

ou le second membre est souslinien, vu le théoréme 5, p. 127.

THEOREME 8, — St E est un espace de Fréchet séparable ou la limite inductive

. . . . . ~
d’une suite de tels espaces et si F est souslinien et complet, le produit tensoriel E,&F
est souslinien.

. . # * % > s 5
Qomme E est bornologique, E,, est complet. De plus, (E;,),, s'assimile & B
muni de ses semi-normes naturelles.

Enfin, comme ¥ est complet, c’est aussi le cas pour Zu(E, F) et E, Q.F est
un sous-espace fermé de Fea(E, F). Or ce dernier espace est souslinien, vu le théo-
réme 3, p. 123. D’oli la conclusion.

REMARQUE. — Comme au paragraphe 2, chap. IV, p. 79, on peut se débarrasser
de ’hypothése de complétion pour les filtres au profit de la complétion pour les
suites dans la plupart des cas usuels.

Le plus simple est de traiter directement les cas particuliers qu’on rencontre.
En voici un exemple typique.

St E est sqg-complet et souslinien, Vespace C, (€2 ; K) est souslinien.

Soit f(x) € Ci,(Q ; E). Associons-lui I'opérateur Ty défini de [C,(Q)}* dans E
de la maniére suivante.

A tout Te[C_(Q)]*, de la forme

o) = > [ Do dua, VoeCulQ),

[cx)Sn‘

ol [pe] c Ky pour tout o, on fait correspondre

T;C = z f Do fa)dpe,.

Ia'IS'n‘

Les intégrales (3 valeurs dans E) ont un sens, puisque B est sg-complet et D f(x)
continu dans Q) pour tout «.

Lopérateur Ty est visiblement linéaire.

11 est continu de [C(Q)]; dans E. De fait,

p(IC0) = sup | > | D* 2 [f(@)ldpa |

26ty o %n’
= sup | T{Z [f(2)]} |,
_ﬁ)ebﬁ

ot I’ensemble
{2[{@)]: 2eb)

est visiblement borné dans C_(Q).



On peut donc assimiler C,(Q ; B) & un sous-espace linéaire de .Z»([Co(Q)];, E),
muni des semi-normes induites par cet espace, puisque

sup sup p[D%f(®)] =sup sup sup |D*2 [f(x)]]

veKy o] <n ,@ebg zeKy ol <n
= sup sup | T{2 [f(x)]} | = sup p(T/T),
2ebly Ten e

ol # est un borné de [C,(Q)];.

Comme C(Q ; E) est sg-complet, il est fermé pour les suites dans Z5([C,,(Q2)];,E).
Or, vu le théoréme 4, p. 126, ce dernier espace est souslinien, d’olt la conclusion.
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