CHAPITRE III

THEOREMES DE LOCALISATION ET DE RELEVEMENT

Dans les théorémes du type du graphe fermé développés au chapitre IT, les réseaux
n’ont servi que d’auxiliaires dans les démonstrations. En leur faisant jouer un réle plus
explicite, on obtient ici des théorémes de localisation pour lesquels I'introduction dun’
nouveau type de réseaux, les réseaux stricts, s’avére trés utile. On étudie ensuite les
notions de suites trés convergentes et d’ensembles trés compacts et on démontre un
théoréeme de relévement pour ces ensembles.

1. Un théoreme général

THEOREME 1. — Soient E un espace de Fréchet, F un espace muni d’un réseau
de type €

R = {enl,,,,,nk ckyng, ., mpe NG,
R une relation linéaire de B dans F, a graphe sq-fermé et telle que R-1(F) = E.

a) Il existe my € N tel que RYen,) me soit pas maigre. Pour cet my, 1l existe une
semi-boule by de B telle que

by € RY({en ).

by St R‘l(enl,,,,,nk) w'est pas maigre, il existe nyiy € N tel que R“l(enl,m,nkﬁ)
ne soit pas masgre. Pour cet ng4y, 0 existe alors une semi-boule by de B telle que

bk.(_l C R"l(<3n1,...,nk+1>)'

Le fait que R~1e, ne soit pas maigre pour au moins un n; résulte de la relation

E=RAF) = U R(ey).

=1
De méme, on a
oD
R_l(enl,...,nk) = U R’—l(enl,...,nk_,_l)
nk.;_lzl

oli, si le premier membre n’est pas maigre, un des ensembles du second membre
n’est pas maigre.
Il reste & établir que, si Ren,,...,ny,) est pas maigre, il existe une semi-boule
0
by, telle que

bty € B Jeny, up))-

On commence par déterminer ny, & > ko, tels que les ensembles R*l(enl,,__,nk)
ne soient pas maigres.
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1l existe alors A > O tels que

Ak < g,
k=lko+1

ol ¢ > 0 est fixé arbitrairement, et tels que toute série de la forme

o

Z Y
k=k,

avec pg € [0, 2] et gr e €ny,...,ny> CONVErge dans F.
Les ensembles
Er = lkm

sont d’intérieur non vide et contiennent une semi-boule /i + by, olt on peut supposer
que fre€ lkR—l(enl,_,,,nk) et que by cC bpk(l/k), si pg, k€N, sont les semi-normes
dénombrables de E.

Démontrons a présent que
R_1(<6n1,>..,nkd>) c(l+ ZS)R_1(<37L1,“.,7%B>)-

On conclura immédiatement en notant que le premier membre contient une semi-
boule b"o de centre 0 dans E.

Si f appartient au premier membre, on lui associe une suite /% telle que
f;co € R_1(<3n1,-..,7zk0>) ; €8x, Y > ko,

et

7—§f§+ lz fi € br+1, Vb > ko.

i=F i=Fet1
A fy, 1}, correspondent respectivement gy, g7 tels que fxRgx, [iRgi,
’ i
glco € <eﬂ1..-~,?’bkn> S O Ik € )\ke’”'lv"'"]c’ Vk > k()-

La suite

1=k i=Re+1

converge dans F et sa limite g appartient & (1 + 2€)<en],_,,,nko> puisque c’est le cas
pour

k k

Z 9; — Ji
R {=

i=k i=Ro+1
quel que soit k > k.

Or, comme %(R) est fermé pour les suites, on a fRg, d’ou la conclusion.
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VARIANTE. — Le théoréme 1 est encore vras si on remplace les hypothéses sur B,
X et R par Vune quelconque des conditions a), b) ¢) suivantes :

a) B est de Fréchet, Z de type A ouw LA, R & graphe fermé, E = R1(F),
b) E est de Fréchet, Z de type & ou FE, R & graphe sq-fermé, B = R1(F),
¢) X est de type €, R & graphe sq-fermé, R-LF) non maigre dans E.

Les démonstrations sont analogues & celles des variantes correspondantes du
théoréme du graphe fermsé.

2. Réseaux stricts

L’introduction d’un nouveau type de réseau plus particulier que le type ¥
permet de donner une forme achevée au théoréme 1.

A l’encontre des réseaux de type A", &, A ou FE, qui sont des généralisa-
tions de caractere théorique, ce nouveau type est trés répandu et joue dans les
applications un réle important,

DfriNtTION. — Un réseau de E
AR = {enl,,,,,nk ik, m, .., np e NG

est strict si les €ny,.c.mp sont absolument convexes et si, pour toute suite ny fixée,
il existe Ax > O tels que toute série de la forme

avec uy € [0, Ag] et fr € €ny,...,ny, converge dans E et que la limite de la série vérifie
la relation

o]

Z Uefr € LU A Vkoe N.
=T

Pour des espaces & résean strict, le théoréme du paragraphe précédent se per-
fectionne comme suit.

TuRoREME 2. — Sotent B de Fréchet, F muni d’un réseaw strict

R = {6”1:'“’”10 ckymy, ., mpe NG

et R une relation linéaire de B dans F, & graphe sq-fermé et telle que R—LYF) = E.

a) II existe by et ny tels que

by c R1(en,).
b) Si by et nq, ..., ng sont tels que
bx C Ril(enl,‘..,nk)?

1l existe byi1 et nyi1 tels que

bpuiC Rwl(enl, . --’”kﬂ)'
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Méme énoncé pour E quelcongue, st R est a graphe fermé et st R-LUF) n'est pas
margre dans E.

On remarque que les inclusions impliquent que les seconds membres soient des
ensembles non maigres.

La démonstration se déduit de celle du théoréme 1 en y remplagant <3n1,..‘,nk>
et {en,,...,ny) PATr €n ., €b les Xx par ceux qui interviennent dans la définition
des réseaux stricts. On obtient alors

)\kOR’;l(enl, “"”Ic,,) c R_l(enl, <..,nku)-

Avant d’appliquer le théoréme précédent, examinons rapidement les exemples
et les propriétés de permancence des espaces & réseau strict.

ExzurLes. — Tout réseaw de type € formé d’ensembles absolument convexes et
fermés est strict.

BEn particulier, les espaces sutvants admettent un réseawy strict :
— E §’il est de Fréchet,

— B st B est & semi-normes dénombrables ou limite inductive d’une suste de tels
F
espaces,

— P 4B, F) si B est & semi-normes dénombrables, F de Fréchet.

Supposons que les ey, ,...,n; qui constituent un réseau # de type % soient
absolument convexes.

Pour un choix convenable des 2, toute série de la forme

@0

Z kT

k=1

avec fr € €ny,..n et 0 < pp << Ag, converge dans E. Si on impose en outre que

Z A < 1:
k=1

on a
N
Z H‘kfk € eﬂl,.--,')lkn> EIJ € N’
k=ko

s .
d’oti, si les €ny,...,ny, SONb fermés,

@
Z Hk]lk € enyy Mgy Vkoe N.
k=ke

Pour les cas particuliers, il suffit de noter que les réseaux déerits dans les exem-
ples 1 & 3, chap. I, p. 19 et 20, sont formés d’ensembles absolument convexes et
fermés.

Prorostrion 1. — St E admet un réseaw strict

A = {enl,,,,,nk tk,m, .., e NG,



a) st L est un sous-espace linéaire sq-fermé de E,
Ry, = {enl,,,,,nk NL:kn,...,neN}
est strict dans L muni du systéme de semi-normes indwit par E.
b) si T est linéaire et sq-conttnu de E dans T,
T = {Ten],__,,nk sk, my, o, mpe N}
est strict dans TE muni du systéme de semi-normes induit par F.
c) X est strict dans Ej.

d) quels que soient k, ny, ..., ni € N, Uenveloppe linéaire de eny,..,ny €St & résean
strict.

CoroLraTRES. — Si I est & réseaw strict, tout quotient séparé de B est & résean
strict.

— 8i B est & réseaw strict [et & semi-normes représentables], E est & réseaw strict.

— 8i B est tonnelé, quel que soit F, tout réseau strict dans By est strict dans Bl et
tout réseaw strict dans Zs(E, F) est strict dans L -(E, F).

Il suffit d’appliquer le théoréme 1, chap. I, p. 23 et de vérifier le caractére
strict des réseaux obtenus. Pour ¢), on a vu que, si Z est de type € dans E, il est
de type % dans Ej et que, si les séries de la forme

i vrl ks
P=1

avec ]‘keenl,‘_,,nk et wr € [0, Agx], convergent dans E, les séries

iuk}‘k,
=1

avec ]‘keenl,“,_nk et wr € [0,27%);], convergent dans E,.
Si, en outre,

oo
Z Wkl € eny,.ny Vho €N,
o

pour fr € €ny,..,my OO P € [0, Ax], c’est vrai a fortiori si py e [0,27%%;].
Le point d) est spécifique aux réseaux stricts.
Fixons nq, ..., N, On a

w
>en1,m,nku< _—;n\-:)l"”enl, gy

puisque ey, ... n;, ©st absolument convexe.
Les ensembles
Cg)ml,...,mk = ml@nl,...,nk"nnz,...,mk
constituent donc un réseau de Hen,,...,n; -

C’est un réseau de type %.
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Soit my une suite fixée. On lui associe )\k+k0_1, ol Ar est la suite associde &
NL, ooy Ny M; M, - dans Z. Les séries
o]
Z vl s
=1
ou fp € MACn ..., Mg et pg € [0, Ax] convergent alors dans E et, comme % est
»
strict, leur limite appartient & 2mien ,...,ny, C Yen,,...,ny, C; done elles convergent dans
i
>e”1:'“v”k..<‘
Enfin, il est immédiat que c’est un réseau strict.

ProposITION 2. — a) St E est union d’une suite d’espaces images par des opéra-
teurs sq-continus d’espaces & réseaw strict, il est & réseaw strict.

b) Soient B, une suite d’espaces emboités en décroissant, tels que, powr tout n,
Vopérateur identité de Byiq dans Ep soit sqg-continu. Si les B, sont ¢ réseau strict,
lewr limite projective est & réseau strict.

) Tout produit dénombrable d’espaces & réseau strict est & réseaw strict.

COROLLATRES. — a) Toute limite inductive dénombrable d’espaces & réseaw strict
est & réseaw strict.

\

b) Toute somme directe dénombrable d’espaces & réseau strict est & réseaw strict.

A

Les démonstrations sont analogues & celles des théorémes 2, 3 et 4, chap. I,
p- 24 & 26.

3. Théorémes de localisation

Si R est la relation associée & un opérateur linéaire de E dans T, le théoréme 2
fournit des propriétés de « localisation », qui situent 'image par T d’ensembles de E
par rapport aux ensembles du réseau de F.

TuatoriME 3. — Sotent B de Fréchet et F munt d’un réseaw strict

R = {enl,‘,,,nlc vk,n, ..., mpe NG

Si T est un opérateur linéaire & graphe sq-fermé de B dans F, il existe une sema-
boule by de B et un indice ny € N tels que

Tbl C enl.
De plus, st, pour by et ny, ..., ng donnés, on a
Tbk c e?ll,...,nka
1l existe byiy et ny4 tels que
Topy1 C enl,...,nk+1-
En particulier, 1l existe une suite d’indices ny et une suite de semi-boules by de E
tels que

Tbk C 672,1’“,’7),’6, Vk S N
Pour ces ny,

TE C Yeny,....n, < VEEN,
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et, pour tout borné B de E, il existe Cy > 0 tels que
TBc Ckenl,‘,,,nk, VkeN.

Méme énoncé pour B quelconque, st D(T) est non maigre dans B et G(T) fermé.

11 suffit d’appliquer le théoréme 2 en prenant pour R la relation linéaire asso-
ciée & T.

CoROLLAIRE 1. — St E est de Fréchet, F limite inductive d’une swite d’espaces
de Fréchet Fy et T linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F,
— TE cF, pour au moins un n,
— T est continu de E dans cet By,

11 suffit, pour le voir, de munir F du réseau décrit dans le théoréme 2, chap. I,
p. 24, chaque F, étant muni du réseau de I’exemple 1, chap. I, p. 19.

(est le théoréme du graphe fermé dans les espaces L& (cf. Grothendieck [19]),
da & J. Dieudonné et L. Schwartz dans le cas des limites inductives strictes, &
G. Kothe dans le cas des % quelconques.

CorROLLATRE 2. — Sotent B quelconque, F munt d’un réseaw strict
R = {en,,.n;, - kEN}
et T linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F. Pour tout B, borné absolument convexe
et sq-complet de E,
— 1l existe ng €N et C; > 0 tels que
TBc Clenl,

TB ¢ Cheny,.ngs (%)
ol existe ny+1 €N et Cry1 > 0O fels que

TBc Ck+16n1...,nk+1-

En particulier, il existe ny €N et Cp > 0 tels que (*) ait liew pour tout ke N.

Cela s’applique notamment aux bornés absolument convexes et sg-complets
de F lui-méme, en prenant T = I.

Pour établir le corollaire 2, on note que 'espace Eg, enveloppe linéaire de B
muni de la norme associée & B, est de Banach et que la restriction de T & Eg est
a graphe sg-fermé dans Eg X F.

I suffit alors d’appliquer le théoréme 3 pour conclure.

REMARQUE. — Si on modifie le réseaw X comme il est indiqué dans la proposition 3,
chap. I, p. 16, on peut supposer que les constantes Cy sont toutes égales & 1.

CorROLLATRE 3. — St E est de Baire et admet un réseau strict, il est de Fréchet.

Cet énoncé généralise le fait classique que la limite inductive stricte d’une suite
d’espaces de Fréchet By, ne peut étre de Baire sans que les By, soient identiques o partir
d’un certain rang.

Comme Popérateur identité de E dans lui-méme est continu, il existe une suite
de semi-boules by de E et une suite d’indices ny € N, tels que

brCen,..ony VEEN.
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Or, quelle que soit la semi-boule b de centre 0 dans B, si Ax est la suite associée
aux np dans la définition du réseau strict, on a

)\7‘8”1""’7‘16 cb
dés que k est assez grand. Cela résulte de la proposition 4, chap. I, p. 17.
11 en résulte que E est & semi-normes dénombrables.
Il est aussi sq-complet.
De fait, soit f, une suite de Cauchy dans E. On peut en extraire une sous-
suite fn, telle que
fnkﬂ - fnk € Mbr C Xkenl,...,nk, VkelN.

Alors
N—1

fny = fa, + Z ey = )
k=1
converge dans E et la suite f, converge vers la méme limite.

VARIANTE. — Si E est de Baire et admet un réseau de type €, 1l est & semi-normes
dénombrables.

La démonstration est analogue & celle du corollaire 3, en partant cette fois
du théoréme 1. On ne peut toutefois plus démontrer que E est sq-complet.

D’autres applications du théoréme 3 fournissent encore des critéres d’existence
de réseaux et des propriétés des bornés dans les espaces d’opérateurs. Vu la longueur
des développements qu’elles entrainent, elles sont reportées aux chapitres IV et V.

4. Suites trés convergentes et ensembles trés compacts
Avant de passer aux propriétés de relévement, introduisons deux notions utiles.

DeirinrrioNs. — Une suite f, de E est #rés convergente vers 0 s’il existe un
opérateur linéaire continu T d’un espace de Fréchet E¢ dans E et une suite g, — 0
dans Eg tels que Tg, = f,, pour tout n € N.

Une suite f,, est trés convergente vers f si la suite f, — f est trés convergente
vers 0.

Un ensemble K de E est trés compact 8’1l existe un opérateur linéaire continu T
d’un espace de Fréchet Eg dans E et un compact Ky de Eq tels que K = TKj.

Prorosition 3. — Toute sutte trés convergente est convergente.
Tout ensemble trés compact est compact et extractable.
C’est immédiat.

ProrosirioN 4. — Tout sous-ensemble sq-fermé d'un ensemble trés compact est
trés compact.
En effet, soient Eg de Fréchet, T continu de E¢ dans E et K¢ compact dans Eg.
Si F est sg-fermé et est contenu dans TKy, T3 F est sg-fermé donc fermé dans Eg,
done KoM T_1F est compact dans Egy et
F = T(KO N T_lF)

est trés compact.
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PROPOSITION 5. — St la suite f,, est trés convergente vers 0, il existe Ay —> 00 tels
que la suite Anfy tende vers O et méme soit trés convergente vers 0 dans R,

De fait, si g, tend vers 0 dans l’espace de Fréchet Eg, on sait qu’il existe des A,
tels que Ay,—>00 eb Apgn—>0 dans Ky : si p; sont les semi-normes dénombrables
de By et si n; sont tels que

Pilgn) < 272, Vn = 0y,

on prend A, = 2¢ pour n; L n < N1
Si la suite f,, trés convergente vers 0, s’écrit Tgy, avee T continu de Ko dans B,
la suite Apfn est encore trés convergente vers 0, d’ou la conclusion.

Prorosirion 6. — Si la suite [, est trés convergente vers 0 dans E, on a

— fee)

<C0)1fn> = {élcnfn : Z | Cn l < 1}-

n=
n=1

De plus, cet ensemble est compact et méme trés compact dans E.

Supposons que [, = Tgy, olt gp—> 0 dans Pespace de Fréchet Ey et ou T est
lindaire et continu de Ejy dans E.

On sait que

H =D ougn: D> leul <1

n=1 n=1

est défini et compact dans Eq (on se référera par exemple & [17], paragr. 21, p.101,
ou au lemme préparatoire au théoréme de relévement, p. 60). Dés lors, les séries

o0 @0

Z Cnfn = z cnTyn

n=1 n=1

convergent dans E et

(D eans > Jou <1} =TH
n=1

n=1

est compact et méme trés compact dans E. Or il est trivial que
© T
(U fapcTH Y fup,
n=1 n=1

d’ou TH = <°LOJ fny, ce qui établit la proposition.
1

n=

ProrosiTioN 7. — Tout ensemble trés compact de B est contenu dans I'enveloppe
absolument convexe fermée d’une suite trés convergente vers 0 dans B.

En particulier, Uenveloppe absolument convexe fermée d’un ensemble trés compact
est ausst trés compacte.

Soit K = TKjy, ot Ky est compact dans I’espace de Fréchet Eg et T linéaire
et continu de Ey dans E.
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Il existe une suite g, tendant vers O dans Ey, telle que

[vel

I(()C<U w)——{ZCngniz en | < }

n=1

(ef. [17], b), p. 82). Alors

K =TKgyC | c 1V'=<C(uU T
0 { g nitGn ' g len | < } <n In)>
d’Ol\l 13; COI’lOlUSiOll.

Pour le cas particulier, on note que l’enveloppe absolument convexe fermée
de K est fermée dans

<U Tgn,

n=
qui est trés compact, vu la proposition 6, et on conclut en appliquant la proposition 4.

On peut particulariser le choix de l’espace de Fréchet Eg qui intervient dans
la définition des suites trés convergentes et des ensembles trés compacts.

PrOPOSITION 8. — Pour qu’une suite fy soit trés convergente vers f (resp. pour
que K soit trés compact), 1l faut et il suffit qu'il existe un compact absolument convexe Ko
de B, contenant la suite fn (vesp. Uensemble K) et tel que fn converge vers [ dans Ex,
(vesp. que K soit compact dans Bx ).

La condition est évidemment suffisante, puisque 'opérateur identité de Ex
. 0
dans E est continu et que EKo est de Banach.

Démontrons qu’elle est nécessaire.

Soient By de Fréchet, T lindaire et continu de Eq dans E et f, = Tgy, ot gu
sonverge vers 0 dans Eg.

Il existe Ay,—co tels que Ayg, tende encore vers 0 dans Ej. L’ensemble

A = Y Aagn)
n=1

est donc compact et absolument convexe dans Egy et son image T4 est compacte
et absolument convexe dans K.

De plus, f, tend vers 0 dans Eg,., car
)\nfneTe/{‘ = Hf”“El./f 1/7\n, V?’LEN

De méme, si K = TKj, ott Kq est compact dans Ey, il existe g, tendant vers 0
dans Ky, tels que

0 @0

K0C<U 9n> = {chgn¢Z|Cn[< 1}.
n=1 n=1
Alors
K = TKoc {chTgn > en| <1}
n=1 n=1



Ce dernier ensemble est compact dans Eg, puisque Tg, tend vers 0 dans Eq,.
Or K, fermé dans E, est fermé dans E,,, donc il y est compact.

ProrosiTIoN 9. — St fp est une suite trés convergente (vesp. K un ensemble trés
compact) de B et st T est un opérateur linéaire de B dans F tel que Pimage par T de
tout borné de E soit bornée dans F, alors la suite Tf, est trés convergente (vesp. TK est
trés compact) dans F.

CorROLLAIRE. — [8% E est ¢ semi-normes représentables], toute suite trés conver-
gente dans By est trés convergente dans B et tout ensemble trés compact dans By est
trés compact dans E.

En effet, soient E¢ de Fréchet, Ty lindaire et continu de By dans E, g, 0
et Ko compact dans Ey.

L’opérateur TTy est linéaire de Ky dans F et transforme les bornés de By en
bornés de F. Donc il est continu de Eg dans F et T(Tyg,) et T(ToKy) sont respecti-
vement une suite trés convergente et un ensemble trés compact de F.

Pour le corollaire, on note qu’en vertu du théoréme de Mackey, tout borné
de E, est borné dans E.

Voici encore quelques exemples de suites treés convergentes et d’ensembles trés
compacts.

ExEMPLE 1. — St E est sq-complet, si la suite [y, est bornée et si A, eC tend
vers 0, la suite Ayf, est trés convergente vers Q.

Appelons B I'enveloppe absolument convexe fermée de la suite f,. C’est un
borné absolument convexe et sg-complet, donc 'espace Ep associé est de Banach.

Or Apfn tend vers 0 dans Ep, puisque
” fn HEB < 1, VnelN.

D’ou la conclusion.

Exempre 2. — St E admet un réseau de type €,
R = {en,.ony, ko1, o, g € NG,

pour toute suite ny fixée, st fr appartient & Cn,,...,ny € U les Ny somt assez petits, la
suite Apfr est trés convergente vers 0 dans E.

Aux ng, associons vi > 0 tels que les séries
[ee]
z Yrd ks
k=1

ol gi€ eny,...ony O P € [0, vk], convergent dans B,
Pour fr e €y, donnés, ’ensemble

A = {Zukfkizuk/vk<l}
=1 =1

est compact et absolument convexe, en vertu du lemme, p. 60. Donc B, est de
Banach. Des lors, quelle que soit la suite 5 tendant vers 0, la suite exvyfy est trés
convergente vers 0 dans E.

58



DtrinirIONs. — On appelle espace de Schwartz un espace E ol, pour tout
pe{p}, il existe p' e {p} tel que by'(1) soit précompact pour la semi-norme p.

On appelle co-Schwariz un espace ol, pour tout borné B, il existe un borné
absolument convexe B’ tel que B soit précompact dans Eg’, enveloppe linéaire de B’
munie de la norme associée & B'.

Lespace B est co-Schwartz si et seulement si Ej est de Schwartz.

Exempre 3. — Si B est de Schwartz, tout ensemble équicontinu et fermé dans By
y est trés compact.

S, en outre, E est évaluable, c’est le cas pour tout borné fermé de Ej,.

11 suffit de démontrer que, pour toute semi-boule b de E, le polaire b de b
est trés compact dans Ej.

En effet, tout ensemble équicontinu est contenu dans un tel b2 et, si B est
évaluable, tout borné de E; est équicontinu.

Comme E est de Schwartz, & b correspond b’ c b tel que b’ soit précompact
pour la semi-norme correspondant a b.

Par le théoréme de précompacité réciproque (cf. [17], p. 200), b2 est contenu
dans b'2 et est précompact pour la norme

1T 1l =sup|T(I.
feb

Or V’enveloppe lindaire de b2 muni de cette norme est un espace de Banach.
Comme b2 y est fermé, il y est donc compact, d’olt la conclusion.

ExEMPLE 4. — S0 E est co-Schwartz et sq-complet, tout borné absolument convexe
et fermé de E est trés compact.

Soit B un tel ensemble. Il lui correspond B’ borné et absolument convexe tel
que B soit précompact dans ’espace normé Egp.. On peut évidemment supposer B’
fermé, quitte & lui substituer son adhérence. La boule fermée de centre 0 et de rayon 1
de Ep- est alors égale & B’, donc elle est fermée dans E. De 13, Ep est de Banach.
Comme B est fermé et précompact dans Eg, il y est compact, d’olt la conclusion.

Les notions d’ensemble trés compact et de suite trés convergente permettent
de formuler des propriétés de localisation pour des opérateurs sans que ces opérateurs
soient nécessairement continus.

Prorosrrion 10. — Soient B quelconque et B muni d’un réseau de type €.
Si T est linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F,

— Pimage par T de tout borné absolument convexe et sq-complet de E est bornée dans I,
— Uimage par T de toute suite trés convergente de E est trés convergente dans F,
— Pimage par T de tout ensemble trés compact de B est trés compacte dans F.

Si B est absolument convexe, borné et sg-complet, 'espace Eg est de Banach.
La restriction de T & g est un opérateur & graphe sq-fermé de Ep dans ¥, donc elle
est continue. De 1a, TB est borné.

Si f,, est une suite trés convergente dans B, il existe un espace de Fréchet Eo,
un opérateur lindaire continu Ty de Eo dans E et une suite convergente ¢, de Eog
tels que f, = Togx.

L’opérateur TTy est & graphe sg-fermé de E¢ dans F, donc il est continu. Dés
lors Tf, = TTog, est une suite trés convergente de F.

Raisonnement analogue pour les ensembles trés compacts.



VARIANTES. — 1. Méme énoncé st F admet un réseau de type & ou F&.

2. Méme énoncé st B admet un réseau de type A ou S A et st G(T) est fermé.
5. Théoréme de relévement

Avant d’aborder le théoréme de relévement, démontrons un

LevME. — Soit B un espace linéatre & semi-normes. Si la suite f, tend vers 0

dans B et st les séries considérées dans sa définition convergent,
a) Pensemble

K= {Zkak¢ZIle<1}
k=1 k=1

est compact et extractable dans E.

b) toute partie fermée ou sq-fermée de K est encore compacte et extractable dans E.
Considérons l'application + définie par

0
TZ = z kalc
k=1

de

dans E.

L’application © est continue si on munit B de la topologie induite par i
En effet, quels que soient ¢€ B, p et ¢ > 0 donnés,

«©0
p(eb— ) < > | ox —cx' | plfe)
k=1
N oo‘
< Z | e — cx’ | sup p(fx) + Z | o — ¢’ | sup p(fx).
k E>N
k=1 E=N41
Or, si ¢ €B, on a
©
D la—o | <2
k=1
et, si N est assez grand, comme fz— 0 dans E,
sup p(fx) < e/
E>N
Il vient done, pour cet N fixé,
N
¢ eB, Z | cp — ' | < ef[2sup p(fr)] = prt — =) < e
E
F=1
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De plus, B est compact et extractable dans Jlo°.
Donc TB est compact et extractable dans E, ce qui démontre a).
Soit Fc K fermé ou sg-fermé dans E.

Son image inverse par v, T—1F, est aussi fermée ou sq-fermée dans B. Or, comme
I°° est un espace & semi-normes dénombrables, les deux notions y sont équivalentes.
Done 7 F est compact et extractable dans I°° et, comme il appartient & B, son
image par t est compacte et extractable dans E, d’ou b).

THEOREME DE RELEVEMENT. — Soit T un opératewr linéaire défini d’une partie
de B sur F.
St B admet un réseau strict et si T est & graphe sq-fermé,

a) pour toute suite trés convergente gy de F, il existe une suite trés convergente f,, de B
telle que

Tfn = Gn, V’)Y/ (S [N

b) pour tout ensemble K trés compact dans F, il ewiste un ensemble A~ trés compact
dans E tel que

T =K.

a) On peut sans restriction supposer que g, soit trés convergent vers 0.

En effet, si g, est trés convergent vers ¢, g, — ¢ est trés convergent vers 0.
Alors, si f, est trés convergent vers 0 et tel que Tf, = g, — ¢ et si [ est tel que
Tf =g, fn + [ est trés convergent vers f et T(f, + f) = ¢n.

Soit done g, une suite trés convergente vers 0 dans F.

11 existe ¥y de Fréchet, h, tendant vers 0 dans Fy et Ty linéaire et continu de
Fo dans F tels que Toh, = g5 pour tout neN.

La relation définie de Fy dans E par
hRf <= Toh = Tf

est linéaire et & graphe sg-fermé :

h
?"__:f 4 Tl =Toha—>Toh |\ qs 1 o 4R
]:;an ! fn—>1 ) o )
De plus, R-1(E) = Fy.
De 14, si

% = {en,,..np &y m, ..., np €N}

est un réseau strict de E, vu le théoréme 2, p. 50, il existe une suite de semi-boules
by de Fy et une suite d’indices ny e N tels que

by C R Men,,...,ny), VEEN,
soit
Toby C Tenl,._,,nk, VkelN.
On peut méme, quitte & changer le rayon des semi-boules, supposer que
Tobx € MeTen,,...,ny> VEEN,

olt A est la suite de nombres associés aux my dans la définition du réseau strict.
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Déterminons vx € N croissants avec k et tels que hy, € by si vy < n < vg41. Pour
tout n, choisissons alors f,, tel que Tf,, = Toh,, et que fr € Aken,,...,np; sivpy <n < v

La suite f, ainsi déterminée tend vers 0 dans B,

De fait, pour toute semi-boule b de centre 0 dans E,

ey C O
dés que k est assez grand (cf. prop. 4, chap. I, p. 17).

Aken
On montrera en c) ci-dessous qu’on peut méme la supposer trés convergente.

b) Soit & présent K trés compact dans F.

Vu la proposition 7, p. 56, il existe une suite g, trés convergente vers 0 dans F

telle que
—T———- o0 W
Kcdu gy = {Zongn:zm
n=1 n=1 n=1

Pour cette suite g,, adoptons les notations de a).
Les f, associés aux g, sont tels que les séries

2

o]
Z Cafn
n=1
convergent dans E si
@w
Seni<i
n=1
En effet, si vi <N < vpqq, on a
vp—1 N
S5 St S S
n=1 n=1 n=vy N=Vf—y N=y]
Or, d'une part, la série de terme général
Veti—1
Cnin
n=vj
converge dans E, puisque
ViHi—1 ®
Cnfn € ( Z I Cn |) 7\70‘37@1,..,,7%, VkeNN,
n=v] n=1
et, d’autre part,
N
Z Cnfn € )\kenl,“.,nk
n=vj

ol le second membre est contenu dans une semi-boule arbitraire de centre 0 des
que k& est assez grand.
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Cela étant, vu le lemme précédent, ’ensemble

K’:{zcnfn:zlcnlgl}
n=1 n=1

est compact et extractable dans E.
On a

TK' 5K. (*)

En effet, si g € K, pour un choix convenable de c,, comme %(T) est sg-fermé,
on a

) N
g = Z Cndn :Nljm 60 Tfn > I
n=1 By
o= og=T( cnfn) € TK'.
Z Cpfn = lim cnfvz
N—>w
n=1 n=1

De (*), on déduit que
K =TX nT4K).

L’ensemble T K est fermé pour les suites : si f,, € T41K fend vers f, on peut
extraire des Tf,, une sous-suite qui converge vers g€ K. Alors

/Z >
f”’f f = Tf=geK.
Tf oy — 9

De la, vu le lemme, K/ N T41K est compact dans E.

c) Montrons enfin qu’on peut supposer la suite f, trés convergente et le com-
pact " trés compact.

Si g, est une suite trés convergente vers 0 dans T, il existe A,— oo tels que
la suite Apg, soit encore trés convergente vers 0.

Compte tenu de ce qu'on a démontré en a) et b), il existe 7, E tels que
Tty = Xugn, que fn tende vers 0 dans E et que

IC:{E}mpEN%lgn
n=1 n=1
soit compact dans E.

L’espace Ex- est de Banach et (1/h,)f, tend vers 0 dans Ex, puisque
[ o llEw <1, VReN.
Donc la suite (1/7g)f, est trés convergente et telle que
T [(1/2)fn] = gn, VR EN.

Si K est trés compact dans F, il appartient & ’enveloppe absolument convexe
fermée d’une suite g, trés convergente vers 0 dans F.
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Avec les notations précédentes, K est I'image par T de
@ ¢ @

A = {Z)\—”fn:Z]anlgl}mT-lK‘
n=1 n n=1

Cet ensemble est sq-fermé dans E, done dans Ex’. De plus, il est contenu dans

compact de Ex’. Donc il est compact dans Ex/ et trés compact dans B.
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