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Résumé. Dans ce travail, nous établissons des inégalités exponen-
tielles pour l’algorithme de Robbins-Monro à variables associées,
et on précise la vitesse de convergence presque complète (p.co) de
cet algorithme.
Abstract. In this work, we establish exponential inequalities for
the Robbins-Monro’s algorithm with associated variables, and we
precise the almost complete (a.co) convergence rate of this algo-
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1. Introduction

Les méthodologies connues sous le terme d’approximations stochas-
tiques, recouvrant un ensemble de techniques permettant d’estimer la
solution d’une équation réelle, sont nées des travaux de Robbins et
Monro [6] qui étudièrent le problème suivant. Soit f une fonction nu-
mérique à valeurs réelles et θ la solution unique de l’équation

(1) f(x) = β

où β est une constante connue. Le problème posé est d’estimer θ. Des
méthodes numériques existent pour approximer θ quand f est une fonc-
tion connue. Robbins et Monro ont considéré une situation dans la-
quelle, en dehors de quelques propriétés générales, f est inconnue mais,
pour chaque point x, on dispose d’une variable aléatoire Φ(x, ξ) telle
que

(2) f(x) = E (Φ(x, ξ))

où ξ est une variable aléatoire de moyenne nulle. Ces auteurs ont mon-
tré que l’on pouvait construire une séquence adaptive de variables aléa-
toires (Xn)n qui estime θ de façon consistante. L’étude de la conver-
gence presque sûre de l’algorithme stochastique de Robbins-Monro a
été amorcée par Blum dans le cadre d’erreurs aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées [1]. En [5], Duflo a généralisé cette étude
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au cas multivarié. Concernant le cas général non linéaire, une procé-
dure de type Robbins-Monro a été introduite par Venter [17] et était
discutée dans [2].

2. Algorithme et étude asymptotique

Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé et f : R → R une fonction
connue juste sous une mesure Φ(x, ξ) avec une erreur de mesure ξ.
Pour estimer la solution θ de l’équation (1), Robbins et Monro [6] ont
construit leur algorithme de manière récursive, en fixant une valeur
initiale X1 et en définissant par récurrence :

(3) Xn+1 = Xn − an (Φ(Xn, ξn)− β)

où (ξn)n est une suite de variables aléatoires réelles centrées, (an)n une
suite déterministe décroissante vers 0 et telle que

(4) an =
a

n
(a > 0),

+∞∑
n=1

an = +∞ et
+∞∑
n=1

a2n < +∞

et
Φ(Xn, ξn) = f(Xn) + ξn.

Sans restreindre de généralité, on suppose que β = 0.
En retranchant θ aux deux membres de l’égalité (3) et par itérations
successives, l’algorithme (3) peut s’écrire sous la forme

(5) |Xn+1 − θ| =

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

(
1− ak

f(Xk)

Xk − θ

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(X1 − θ)−

n∑
i=1

Zi

∣∣∣∣∣
où

(6) Zi = ai

i∏
k=1

(
1− ak

f(Xk)

Xk − θ

)−1

ξi.

Par ailleurs, notons (u(n))n la suite réelle définie par :

(7) u(n) = sup
i≥1

∑
j:j−i≥n

cov (Zi, Zj) .

Afin d’établir les inégalités exponentielles, on suppose que les hypo-
thèses suivantes sont vérifiées.
(H1) Le paramètre θ vérifie a priori

(8) |X1 − θ| ≤ H < +∞.

(H2) f est une fonction réelle satisfaisant

(9) ∀x ∈ R, ∀k ∈ {1, · · · , n}, 0 < m ≤ f(x)

x− θ
<
k

a
< +∞.

(H3) Nous supposons que, pour tout ε > 0,

(10) φn(ε) = nam exp (amγ) ε−H > 0
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où γ est la constante d’Euler.
(H4) Par ailleurs, on note que si les erreurs aléatoires ξi sont associées
de moyenne nulle alors les variables aléatoires Zi sont aussi associées
telles que

(11) E(Zi) = 0 et max
1≤i≤n

|Zi| ≤ cn < +∞ p.s.

(H5) Soit (pn)n≥1 une suite d’entiers positifs et soit t > 0 tel que
0 < tpncn ≤ 1. Si pn ≤ n/(α log n) pour tout α > 0, pn → +∞, alors il
existe une constante positive C, telle que

(12)
log n

nα/2pnc2n
exp

((
αn log n

pn

)1/2
)
u (pn) ≤ C < +∞.

Pour montrer le théorème de la section suivante, on aura besoin du
lemme suivant.

Lemme 1. [8] Soit (ξi, i = 1, · · · , n) une suite de variables aléatoires
associées telles que |ξi| ≤M < +∞ p.s. Alors pour tout t > 0,

|E exp(t
n∑

i=1

ξi)−
n∏

i=1

E exp(tξi)| ≤ t2 exp (ntM)
∑

1≤i<j≤n

cov (ξi, ξj) .

3. Résultats

Théorème 2. Sous les hypothèses (H1)-(H5) et pour tout ε > 0, on a

(13) P {|Xn+1 − θ| > ε} ≤ Cn−α/4.

Démonstration. En utilisant l’inégalité log (1− x) ≤ −x, (0 < x < 1)
et l’hypothèse (H2), on a
(14)

log
n∏

k=1

(
1− ak

f(Xk)

Xk − θ

)
≤

n∑
k=1

−akm =
n∑

k=1

−am
k

= −am (log n+ γn)

où γn est définie par la relation

(15) γn =
n∑

i=1

1

i
− log n = γ + (ψ(n+ 1)− log n)

où ψ(.) est la fonction digamma.
Ensuite, il est aisé de vérifier que

(16) γn − γn−1 = log

(
1− 1

n

)
+

1

n
< 0,

pour tout n > 1. Ceci mène au résultat bien connu où la suite γn décroit
vers la constante d’Euler γ, c’est-à-dire

(17) γn > γ = lim
n→+∞

{
n∑

i=1

1

i
− log n

}
= 0.577215...

Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liège, Vol. 84, 2015, p. 131 - 139



134 S. R. ET A. D.

A partir de cette relation, nous obtenons

(18) log
n∏

k=1

(
1− ak

f(Xk)

Xk − θ

)
≤ −am (log n+ γ) .

Par conséquent, on a

(19)
n∏

k=1

(
1− ak

f(Xk)

Xk − θ

)
≤ n−am exp (−amγ)

et alors, en utilisant (5) et les hypothèses (H1) et (H3), nous déduisons
que

(20) P {|Xn+1 − θ| > ε} ≤ P

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi

∣∣∣∣∣ > φn(ε)

}
.

Par ailleurs, pour un entier naturel n assez grand, on a

(21)
H

nam exp (amγ)
<
ε

2

ce qui donne

(22) φn(ε) = nam exp (amγ)

(
ε− H

nam exp (amγ)

)
>
ε

2
nam,

donc, nous pouvons écrire

P {|Xn+1 − θ| > ε} ≤ P

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Zi

∣∣∣∣∣ > ε

2
nam

}
= P

{
|Sn| >

ε

2
nam

}
(23)

où Sn =
∑n

i=1 Zi.
Pour la convenance, on définit la suite Zni par

Zni =

{
Zi pour 1 ≤ i ≤ n
0 pour i > n

Soit rn = [n/(2pn)] + 1 pour n ≥ 1,

(24) Ynj =

2(j−1)pn+pn∑
i=2(j−1)pn+1

Zni , Ŷnj =

2jpn∑
i=2(j−1)pn+pn+1

Zni

pour j = 1, 2, . . . , rn et pn est défini dans l’hypothèse (H5). On note :

(25) S1,n =
rn∑
j=1

Ynj , S2,n =
rn∑
j=1

Ŷnj

Il est clair que, n ≤ 2rnpn ≤ 2n. Donc, on a

(26) Sn = S1,n + S2,n
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et

(27) P
{
|Sn| >

ε

2
nam

}
≤ P

{
|S1,n| >

ε

4
nam

}
+ P

{
|S2,n| >

ε

4
nam

}
.

Nous allons majorer le premier terme du second membre de l’inégalité
ci-dessus.
En vertu de l’inégalité de Chernoff, pour tout t > 0, nous avons

P
{
S1,n >

ε

4
nam

}
= P

{
exp (tS1,n) > exp

(
tε

4
nam

)}
≤ exp

(
−tε

4
nam

)
E exp (tS1,n) ,(28)

et
(29)

E exp (tS1,n) ≤

∣∣∣∣∣E exp (tS1,n)−
rn∏
j=1

E exp (tYnj)

∣∣∣∣∣+
rn∏
j=1

E exp (tYnj) = I1+I2.

Afin de majorer I1, notons que |Ynj| ≤ pn max
1≤i≤n

|Zi| ≤ pncn p.s. En

appliquant le lemme 1, on trouve

I1 ≤ t2 exp (trnpncn)
∑

1≤s<s′≤rn

cov (Yns, Yns′)

= t2 exp (trnpncn)
∑

1≤s<s′≤rn

cov

 2(s−1)pn+pn∑
i=2(s−1)pn+1

Zni,

2(s′−1)pn+pn∑
j=2(s′−1)pn+1

Znj


= t2 exp (trnpncn)

∑
1≤s<s′≤rn

2(s−1)pn+pn∑
i=2(s−1)pn+1

2(s′−1)pn+pn∑
j=2(s′−1)pn+1

cov (Zni, Znj)

≤ t2 exp (trnpncn)
rn−1∑
s=1

rn∑
s′=s+1

2(s−1)pn+pn∑
i=2(s−1)pn+1

2(s′−1)pn+pn∑
j=2(s′−1)pn+1

cov (Zi, Zj)

≤ rnpnt
2 exp (trnpncn) sup

i≥1

∑
j:j−i≥pn

cov (Zi, Zj)

= rnpnt
2u (pn) exp (trnpncn)

≤ t2nu (pn) exp (tncn)(30)
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car rn ≤ np−1
n . Puisque 0 < tpncn ≤ 1, |tYnj| ≤ 1. Notons que EYnj = 0,

E exp (tYnj) =
+∞∑
s=0

E (tYnj)
s

s!

= 1 +
+∞∑
s=2

E (tYnj)
s

s!
≤ 1 + E (tYnj)

2
+∞∑
s=2

1

s!

≤ 1 + t2EY 2
nj (e− 2)

≤ 1 + t2EY 2
nj ≤ exp

(
t2EY 2

nj

)
.(31)

Par ailleurs, en utilisant l’inégalité des moments dans [16]. Alors il
existe une constante positive C1 telle que

I2 =
rn∏
j=1

E exp (tYnj) ≤ exp

(
t2

rn∑
j=1

EY 2
nj

)

= exp

t2 rn∑
j=1

E

 2(j−1)pn+pn∑
i=2(j−1)pn+1

Zni

2
≤ exp

(
C1 t

2rnpn{max
1≤i≤n

|Zi|}2
)

≤ exp
(
C1 t

2rnpnc
2
n

)
≤ exp

(
C1 t

2nc2n
)
.(32)

En combinant (28)-(32), il résulte
(33)

P
{
S1,n >

ε

4
nam

}
≤
{
t2nu(pn) exp (tncn) + exp

(
C1 t

2nc2n
)}

exp

(
−tε

4
nam

)
.

De manière analogue, on obtient le même majorant pour les termes :

P
{
S1,n < −ε

4
nam

}
, P

{
S2,n >

ε

4
nam

}
et P

{
S2,n < −ε

4
nam

}
.

Enfin, en réunissant les résultats (23) et (26) on a
(34)

P {|Xn+1 − θ| > ε} ≤ 4
{
t2nu(pn) exp (tncn) + exp

(
C1 t

2nc2n
)}

exp

(
−tε

4
nam

)
.

D’autre part, pour α > 0, on pose

(35) t =

(
α log n

npnc2n

)1/2

.
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Il est clair que tpncn ≤ 1 pour pn ≤ n/(α log n) et

exp

(
−tε

4
nam

)
= exp

(
−1

4

(
α log n

npnc2n

)1/2

namε

)

≤ exp

(
−α log n

4ncn
namε

)
≤ exp (−qnnamε)(36)

où qn = [α log n/4ncn] > 0. Comme pn → +∞, nous avons

exp
(
C1 t

2nc2n
)

= exp

(
C1

α log n

npnc2n
nc2n

)
= exp

(
C1

α log n

pn

)
≤ nα/2.(37)

Enfin, l’hypothèse (H5), montre qu’il existe une constante positive C
telle que :

t2nu(pn) exp (tncn) =
α log n

pnc2n
exp

((
α log n

npnc2n

)1/2

ncn

)
u(pn)

=
α log n

pnc2n
exp

((
α n log n

pn

)1/2
)
u(pn)

≤ C nα/2.(38)

En insérant ces équations, (36)-(38) dans (34), on obtient le résultat
désiré du théorème 2. �

Corollaire 3. Sous les hypothèses du théorème 2, l’algorithme itéra-
tif défini en (3) converge presque complètement vers la solution θ de
l’équation (1).

Démonstration. Appliquons la règle de Cauchy à la suite réelle de
termes positifs vn où le terme général est défini par

(39) vn = Cn−α/4

il résulte que, pour tout ε positif

(40)
+∞∑
n=1

P {|Xn+1 − θ| > ε} < +∞

ce qui donne le résultat. �

Corollaire 4. Sous les hypothèses du théorème 2, nous avons

(41) Xn+1 − θ = O(

√
log n

n
) p.co.
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Démonstration. En choisissant ε = 3ρ
√

logn
n

où ρ = (α pnc
2
n)

1/2 suffi-
samment large, on a

(42) P

{
|Xn+1 − θ| > 3ρ

√
log n

n

}
≤ Cn−α/4.

Le terme de droite de l’inégalité précédente est celui d’une série conver-
gente. Ce qui entraîne (41). �
Remarque 5. Pour un seuil de signification ϑ, l’inégalité (13) permet
de montrer que la solution θ de l’équation (1) appartient à l’intervalle
fermé de centre Xn(ϑ)+1 et de rayon ε avec une probabilité supérieure
ou égale à 1− ϑ.

4. Application

En termes d’applications, l’algorithme de Robbins et Monro est très
utilisé en chimie. Il permet de déterminer le dosage optimal θ d’un
produit chimique pour obtenir l’effet voulu ϑ. C’est pourquoi il porte
aussi le nom d’algorithme de dosage.
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