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SEPARATION FORTE D'UNE FAMILLE
FINTE D’ENSEMBLES CONVEXES

par JacqQums BAIR (%)

SUMMARY

We extend well-known results about strong separation of two convex sets to finite
families of convex sets in a vector space and in a topological vector space.

INTRODUCTION

Peu aprés que M. Vlach [VI] ait obtenu un théoréme fondamental de séparation
pour des familles finies d’ensembles convexes, nous étudions ce résultat au cas de
la séparation franche [1I]. Dans cet article, nous nous proposons d’étudier la sépara-
tion forte des familles finies d’ensémbles avec le soucl constant de généraliser les
régultats connus pour deux ensembles; nous sommes ainsi en mesure d’étendre un
grand nombre de théorémes classiques : notamment les énonecés 8.1 & 8.5 de [1],
les exercices 8 et 14 de [III; pp. 138-139], les théorémes de [IV; p. 23] et de
[V; pp. 257, 260].

1. GENERALITES

Dans les paragraphes 2 et 3 de cet article, nous nous placerons dans un espace
vectoriel L sur le corps B des réels; nous développerons le dernier paragraphe dans
un R-espace vectoriel topologique K, localement convexe et séparé, sauf pour le
lemme 4 qui sera valable dans tout espace topologique séparé.

Les notions d’ensemble absorbant, de cone asymptote et d’ensemble parabolique
sont tirées de [111; pp. 9, 125], celles d’internat ou de séparation de familles finies
d’ensembles de [II et VI, pp. 655, 656]; par ailleurs, PA désignera 'enveloppe algé-
brique de 'ensemble A dans le R-espace ot il est défini [I; p. 215].

Signalons encore quelques conventions trés commodes. Pour chaque famille
o = (A, Ay, ..., Ap) d’ensembles non vides définis dans le R-espace vectoriel L
ou le R-espace vectoriel topologique E, nous noterons respectivement M et N les
ensembles de L7 ou K7 définis par M = A1 X As X ... X Ay et N = {(x1, 22, ..., p):
Xy = @p = ... = 2, = &, £ € Ag}; nous nous permettrons de ne pas toujours rappeler
la signification de ces ensembles M, N. Enfin, pr; désignera la projection de L7
(resp. E7) sur les i@ facteur L (resp. K).

Présentd par I'. Jongmans, le 17 février 1972.
(*) Institut de mathématique, 15, avenue des Tilleuls, Liége {Belgicue).
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2. SEPARATION FORTE DE DEUX ENSEMBLES

2.1. Rappels. Un ensemble A est fortement séparé d’un ensemble B s’il existe
un hyperplan H qui est situé entre deux de ses translatés qui séparent A et B;
dans ces conditions, on dit aussi que A est fortemeni séparé de B par H. (“omme
cetbe relation entre A, B est symétrique, on parle simplement de la séparation forte
de deuwx ensembles A, B.

Deux ensembles sont fortement séparés :{}&.’f H= {z:flz) = oc} si et seulement
¢’il existe un réel £ > 0 ’{el que sup FA) <a—e et inff(B) >a +c ou bien
inf fA) > a -+ ¢ et sup f(B) < o — ¢; mieux encore, si et smﬂ“mem s sup f(A) <
inf {(B) ou sup }(B) < inf f{ A ), moyennant le choix pour ¢ d’un nombre guelcongue
intermédiaire aux deux membfes de Vindgalité [I; p. 221].

Donnons une autre version de cette notion : elle nous suggérera la manidre
d’introduire la séparation forte d'une famille finie d’ensembles.

2.2. Lemme 1. Deux ensembles A, B soni fortement séparés si ef seulement 87l
existe deux formes mon nulles g et b sur L et deux réels N, u lels que g -+ h =0,
A <9, sup g(A) < ) e sup AB) < p.

Prewve. Si A, B sont fortement séparés, il existe une forme f non nulle
sur L, deux réels o et ¢ avec ¢ > 0 tels que, par exemple, sup fl[A) L a—¢e eb
inf f(B) > o + &. 11 suffit alors de poser g = f= —h, A = o = —p; on obtient
sup g(A) < h et sup A(B) < w avee A + u = 0.

Réciproguement, sup g(A) = A — &1 eb sup A(B) = p.— ez, avec g1, &2 > 0. Pour
tout = de A et tout y de B, onm a respectivement glr) KA —ep K A—e eb
hy) <p—e < p—epours = in (e, s2) > 0. Posons f = geta = A : f(z) <a—ce
pour tout z de A entraine sup ﬁA) < o — ¢, tandis que — f(y) <{ p. — ¢ pour tout y
de B entraine f(y) = —u +e = A+ ¢ dott inf {(B) =« + c.

3, SEPARATION FORTE D'UNE FAMILLE FINIE D’ ENSEMBLES
DANS UN ESPACE VECTORIEL

3.1. Définitions. Une famille finie of = (A )Zd d’ensembles est dite forfement
3éparée 8’1l existe une famille d’ ensemble HF,A) = ({gel: fix) = M} ser qui
sépare .of [H] et pour iaquei}e sup f1(A;) < A pour tout indice ¢ de I; nous dirons
encore que &f est fortement séparé par Jf’ (Z, A). En particulier, remarquons qu une
famille .o/ composée de deux ensembles A, B est foztemen‘f séparée si et seulement
si les ensembles A, B sont fortement séparés au sens rappelé en 2.1 (lemme 1).

3.2. Lemme 2. Une famille finie o/ = (Aq, A, ..., Ay) est fortement séparée si el
seulement si {0} est fortement séparé de U [(x — A1) X ... X (x— Ay)] dans Lm,
. R ) 2€Ay
ou encore si el seulement si M = A; X As X ... X A, est fortement séporé de
No={(w, ... 20) : 21 = ... = &y, = %, z€ Ao} dans L7
Preuve. On montre facilement 'équivalence des deux derniéres conditions, via
le résultat 2.5 de [V].
Supposons que .27 soit fortement séparé par une famille d’ensembles J#(F, A),
7t
avee F = (fo, f1, .- [n) €6 A = (Ro, M, ..., Ay). Soient g(y) = Z filz;) pour tout
i=1
¥ = (%1, T2, ..., Ty), b = — g et A} = sup fi(A;) pour tout i de {0,1,2, ., n}; pour
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tout y de M et tout z de N, on a respectivement g(y) Z Aoet Az o

Partant, sup g(M > N < Z No=h eb sup MIV) < A§ < hg = : on vérifie

aisément que la famﬂle (M, N) est fortement séparée par J*[(g, h), (A, u)] ou
que les ensembles M, N sont fortement séparés (lemme 1).

Réociproquement, si M et N sont fortement sépards dans L7, il existe deux
formes non nulles g et A sur L et deux réels A, p tels que g + % =0, A + p <0,
sup g(M) = 2* < Xk et sup A(N) = p* < p (1emme 1) : dés iors il est p0551ble de
trouver un réel ¢ < 0 tel que A" 4 ne < » et p" + & <L . Puisque Uespace des
formes linéaires sur L7 est isomorphe & la ne puissance de Pespace des formes
lindaires sur L, il existe des formes linéaires non toutes nulles f1, fo, ..., f5 sur L

n

telles que g¢(y) = Z fi(es) pour tout y = (21, @e, ..., %p); dans ces conditions

% n

% sup fi{A;) << A*. Posons fy(z) = — ? fi(®), N = sup fi(A;) + ¢ pour tout i de
Lt
i=1 i=1

1,2, ..,n} et ko = ¥ + ¢ 1 sup fi(Ay) < N pour tout 1 = 1, 2, ..., n, sup folAp) <
@ P p

n n
wF < p* 4 g = 1, tandis que S N=p* +e+ ? sup fi(As) + ne g+ A <0
iz =1
La famille .o/ est fortement séparde par #(F,A), ot F = (fi)i—o1,..n €t
A= N)i-01,...,n

Remarque. Une démonstration analogue & la précédente montre qu'une famille
finie of = (A1, Ao, ..., Ayy) est fortement séparée si P = Ay X ... X A, est fortement
séparé de Q@ = Ay X ... X Ay, dans L2,

3.3. Lemme 3. L'application f: L—1n: 2— 7 = (x,,...,x) est un isomor-
phisme vectoriel de L sur le sous-espace f(L) de L7,

La preuve est immédiate. Il résulte de ce lemme que si A est un convexe (resp.
une variété lindaire) sur L, f(A) est également.

3.4. Théoréme 1. Soit & = (Ag, Ay, ..., Ap) une famille finie d’ensembles convexes
doués de points internes. .of est fortement séparé si et seulement si 0 ¢ P(M — N), olt
M=A X ..xXApet N={(w1, ..., 20,) : &1 = ... = 2y = &, 1€ Ap}.

Preuve. La différence M — N est convexe et douée de points internes : M et N
sont, fortement séparés si et seulement si 0¢ (M- N) [I;8.2]; partant, o7 est
fortement séparé si et seulement si 0 ¢ oM — N) (lemme 2).

3.5. Corollaire. Soil une famille finie .of = (Ao, A1, ..., Ay) telle que la différence
M — N soit convexe, douée de points internes et algébriquement fermée dans Ln. of est

n
fortement séparé si et seulement st N A; = .
i=0
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n
Preuve. Les ensembles M et N sont disjoints si et seulement si N A; = &

i=0
il suffit done d’appliquer le résultat 8.4 de [I], puis le théoréme 1.
3.6. Application 1. Soient Ag, Ay, ..., Ap des ensembles convexes doués de points

internes, algébriquement fermés et dont Uun aw moins est uniponctuel. La famille
n
of = (Ao, A1, ..., Ap) est fortement séparée si et seulement st N Ay = @,
i=0
Preuve. Nous pouvons toujours supposer Ag uniponctuel : M est un ensemble
convexe algébriquement fermé, tandis que N est uniponctuel; la différence M — N
est donc convexe, douée de points internes et algébriquement fermée. Dans ces

n
conditions, o7 est fortement séparé si et seulement si N A; = 3. (3.5)
=0

3.7. Application 2. Soit une famille finie of = (A, A1, ..., Ay) de wvariéiés

K
linéaires non vides. of est fortement séparé si et seulement si N Ay = @.
i=0

Preuve. Le résultat 3.5 peut encore étre appliqué. En effet, les ensembles M
ot N sont des variétés lindaires : la différence M — N est done convexe, doude de
points internes et algébriquement fermée comme variété linéaire non vide.

2.8, Théoreme 2. Soit une famille finie of = (Ao, Ay, ..., Ay) telle que la duffé-
rence M — N soit convexe ef doube de points internes. o est fortement séparé si et
seulement sl existe une fonction réelle f sur L, non négative et positivement homo-
gémne, pour laquelle inf f(M —N) > 0.

Prewve. 11 suffit de rapprocher 8.5 de [I] du théoréme 1.

290, Théoréme 3. Soient Ag, A1, ..., Ay des ensembles convexes non wvides.
o = (Ag, Ay, ..., Ay) est fortement séparé sil existe un ensemble U convexe, absorbant,

lf@l que A()f\ ?\ (U —}-. Az) = .
=1

Preuve. Dans L7, les ensembles M et N sont des convexes non vides; de plus,
Un ost un ensemble convexe et absorbant tel que M + U” est disjoint de N; les
ensembles M et N sont fortement séparés dans Lo [IV; p. 23], d’out le résultat
(lemme 2).

4. SHEPARATION FORTE D’UNE FAMILLE FINTE D ENSEMBLES
DANS UN ESPACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE

Nous nous placerons dorénavant dans un espace vectoriel topologique K loca-
lement convexe et séparé, sauf pour le lemme 4 qui sera valable dans tout espace
topologicue séparé. Les résultats suivants généralisent les théorémes classiques de
séparation forte de deux ensembles [V]; cependant, les hyperplans séparant les
ensembles M, N seront supposés fermés dans E” ou, de fagon équivalente, toutes

les formes f; (# =0, 1, ..., n) intervenant dans la famille Z servant & séparer &f

seront supposées continues [V; p. 250].

4.1, Théoréme 4. Soit of = (Mg, Ay, ..., Ay) une famille finie d’ensembles convexes
non vides. o est fortement séparé si et seulement si 0 ¢ M — N,ouM = A; X ... X Ay
AN = {(@1, ..., %) 1 BL = ... = ¥p = @, zeAp}

Preuve. Utiliser le théoréme 2.6 de [V], puis le lemme 2.
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4.2, Corollaire. Soit une famille finie of = (Ay, Ay, ..., Ay) telle que la différence
7
M — N est convexe et fermée. of est fortement séparé si et seulement si O A; = 3.

=0
4.3. Lemme 4. Lapplication |: BE—En: 22— % = (z, ..., x) est propre (cest-
a-dire est continue, fermée ei donne de tout point une image réciprogue compacte).

7
Prewve. Montrons d’abord la continuité de f. Un voisinage V = i ! Vi (Vs
A
i=1
voisinage de x dans B) de % = (, ..., 2) dans E? a pour trace dans la diagonale
n

n
A = f(E) Vimage f (N Vy); f4V) = N V; est donc voisinage de » dans E.
i=1 i=1
Démontrons & présent le caractére fermé de f. L’image f(A) d'un fermé quel-
conque A par f est fermée. Hn effet, soit x = (z1, ..., %) un point de (} f(A). Deux
cas peuvent se présenter. Ou bien il existe un indice 7 de {1,2,...,n} pour lequel
¢ A; comme A est fermé, on peut trouver un voisinage 0; de x; contenu dans

n
CA: 0= ﬂ U; olt U; == B pour j £ ¢ et U = 0; est un voisinage de x dans E»
j=1
contenu dans ( f(A); le point » considéré n’est pas adhérent & f(A); f(A) est ferms.
On bien 2;€ A pour tout e = 1, 2, ..., n, mais il existe deux indices %, [ de {1,2,...,n}
tels. que wy £ 27; comme T est sépard, il existe des voisinages disjoints 0z et 0;

n
respectivement de ag, 2;: 0 = i g U; ot Uy = E pour tout j¢ {k, 1}, Uy = 0y et
i=1
U == 0; est un voisinage de 2 dans E7; & nouveau, z ¢ f(A)~, f(A) est fermé.
La derniere partie de I'énoncé résulte du caractére injectif de f.

4.4, Application 1. Sotent Ay un convexe compact non wvide, Ay, As, ..., A, des
ensembles convexes fermés non wides. o = (Ag, Ay, ..., Ay) est fortement séparé si et

kO
seulement s1 M Ap = &,
i=0
Preuwve. L'ensemble M est convexe et fermé, tandis que N est convexe et compact
(lemme 4); la différence M — N est convexe et fermée : il suffit dés lors ’appliquer
le résultat 4.2.

4.5. Application 2. Soient Ay, A1, ..., A, des ensembles convexes, nown vides et
n
fermés. 8t Ay, As, ..., Ay sont localement compacts, si N Ay =& ef si les cones
i=0
n
asympiotes Oy, vérifient lo condition N C a; = {0}, of = (A, Ay, ..., Ay) est forte-
’ i=0

ment séparé.

Preuve. L’ensemble M est convexe, non vide, fermé eb localement compact,
tandis que N est convexe, non vide et fermé (lemme 4). Montrons que Cy M Cy = {0},
auquel cas M -— N est fermé [11T; exercice 16, p. 125] et .o7 est fortement séparé (4.2).

Procédons par Uabsurde et supposons U'existence d'un point x = (21, 23, ..., #)
dans Oy N Cx N G {0}. Pour tout point a; de A; (6 = 0,1, ...,7n) et tout « > 0,
(@0, @g, +.., ap) + ax e N et (01, ag, ..., ) + av € M; par ailleurs, les coordonnées de
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sont toutes égales et non nulles puisque Oy C /() et =~ 0. Dans ces conditions,
les points ap + oy et a; - ax, appartiennent respectivement & Ag et A; pour tout j

'
de {1,2,...,n} et tout « =0, d’otr la contradiction e N Oa N G {0}
i=0

4.6. Application 3. Soient Ag, Ay, ..., A, des ensembles convexes, non vides et
fermés tels que A1, As, ..., Ay soient localement compacts et Ao parabolique. o7 =
(Ag, A, ..., Ap) est fortement séparé st Vune des conditions swivantes est vérifide

# 13
a) N Aj7#o e N Ay =T,

i=1 i=0
b) Pun des ensembles Ay (v =1, 2, ..., n) ne rencontre pas Ay.
Preuve. Montrons que les hypotheéses de 4.5 sont vérifiées.
Supposons lexistence d'une demi-droite D d’origine 0 contenue dans rfb‘* Ca;s
i=0
pour tout x; de Ay, % + Dc Ay Lorsque Phypothése a) est vérifide, un point x de

K

A A; Hvre D=2 - DcA; N Ap et D' ca + Cuy; lorsque Phypothése b) est
i=1

vérifide, il existe un indice ¢ de {1, 3, ..., n} tel que A; N Ag = @ : pour tout poinb
w de Ay, D" = a; + DC AN Ap et D" ca; 4 Caqy Tous ces résultats sont incom-
patibles avec le caractére parabolique de Ag; Phypothése de départ est donc absurde.

4.7, Théoréme 5. Soient Ag, A1, ..., Ay des ensembles convexes non vides. S =
(Ag, Ay, ...y Ap) est fortement séparé s'il existe un voisinage U de Vorigine tel que Ag
! n
ne rencontre pas M (A; + U)
i=1
Preuve. Comme B est localement convexe, tout voisinage de Vorigine contient
un voisinage convexe de 0; de plus, tout voisinage de 0 est absorbant Le théoréme 3
peut done étre appliqué.
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