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Résumé. Nous caractérisons les fonctions analytiques complexes par l’étude du
minimum de deux fonctions plurisousharmoniques à croissance logarithmiques.
Nous poursuivons leur caractérisation grâce à un procédé de fibration. En-
suite, on donne des résultats relatifs aux fonctions harmoniques et plurisoushar-
moniques.
Abstract. We investigate complex analytic functions by the study of the min-
imum of two plurisubharmonic functions with logarithmic growth. We proceed
their caracterisation with some fibration method. Then we give some results
concerning harmonic and plurisubharmonic functions.

1. Préliminaires.
Soit U un domaine dans Rd(d ≥ 2), sh(U) désigne l’ensemble des fonctions
sousharmoniques sur U. Si A ⊂ Rd, ∂A est la frontière de A et A est son
adhérence dans Rd. Soit D un domaine dans Cn.
u : D → [−∞,+∞[ est plurisousharmonique si
(a) u est semi-continue supérieurement sur D.
(b) u ̸= −∞ sur toute composante connexe de D.
(c) Pour tout a ∈ D et b ∈ Cn, pour tout r > 0 avec [a + r∆(0, 1)b] ⊂ D on a

u(a) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ.

psh(D) et prh(D) sont respectivement l’ensemble des fonctions plurisoushar-
moniques et pluriharmoniques sur D. Si z0 = (z01 , ..., z

0
n) ∈ Cn, ∥ z0 ∥=

[|z01 |2 + ...+ |z0n|2]
1
2 .

Soit r > 0. B(z0, r) = {z ∈ Cn/ ∥ z − z0 ∥< r} et si z0 ∈ C, D(z0, r)
est le disque ouvert centré en z0 et de rayon r(noté parfois △(z0, r)). Pour
x0 ∈ Rd, B(x0, r) = {x ∈ Rd/ ∥ x− x0 ∥< r}. L’abbréviation analytique signifie
analytique complexe.
Pour u : U → [−∞,+∞[, on écrit u est s.c.s pour signifier que u est semi-
continue supérieurement sur U.
C∞

c (U) = {φ : U → C, φ de classe C∞ et à support compact dans U} et si
θ : U → C de classe C2, ∆(θ) est le laplacien de θ. Pour f : D → C, Ré(f) et
Im(f) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de f et pour a ∈ C,
Ré(a) et Im(a) sont les parties réelles et imaginaires de a respectivement. m2n

est la mesure de Lebesgue dans Cn et l’abbréviation (p.p) sur Cn signifie presque
partout par rapport à la mesure de Lebesgue sur Cn. Pour la théorie des fonc-
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tions harmoniques, sousharmoniques, plurisousharmoniques et analytiques, nous
citons les ouvrages, Rudin[14], Hörmander [7], Krantz[9], Klimek[8], Lelong[10],
Ronkin[13], Range[11], Vladimirov[16], Henkin-Leiterer[5], Hervé[6], Gunning-
Rossi[4] et Conway[2].
2. Principaux résultats.
Théorème 1. Soit f, g : D → C analytiques, D domaine dans Cn. Soit α, β, γ
et δ ∈ R (α ≥ 0 et γ ≥ 0). Considérons
u(z, w) = min(α log | w − f(z) | +β, γ log | w − g(z) | +δ) pour (z, w) ∈ D × C;
A = {(z, w) ∈ D × C / u est psh au voisinage de (z, w)}; E = {(z, w) ∈
D × C / α log | w − f(z) | +β = γ log | w − g(z) | +δ }. Alors
(i) A = D × C\E si et seulement si (α = γ = 0 et β ̸= δ) ou (α ̸= γ, f ̸= g,
α > 0 et γ > 0) ou (α = γ > 0 et (f ̸= g ou β ̸= δ)) ou (α = 0 et γ > 0 ou
α > 0 et γ = 0).
(ii) Si D est pseudoconvexe alors A est un ouvert pseudoconvexe.
(iii) A = D × C si et seulement si (α = γ > 0 et f = g) ou (α = γ = 0).
Démonstration. On note par Γ1 le graphe de f et par Γ2 le graphe de g dans
toute la suite.
Remarquons d’abord qu’on a les inclusions D×C\E ⊂ A ⊂ D×C et que A ne
peut pas être vide.
Pour (i). Si α = γ = 0 et β ̸= δ, alors on a E = ∅, u = inf(β, δ) est psh sur
D × C. Donc A = D × C = D × C\E.
Supposons que α ̸= 0. Fixons (z0, w0) ∈ E.
On note u1(z, w) = α log | w−f(z) | +β et v1(z, w) = γ log | w−g(z) | +δ pour
(z, w) ∈ C.
1ercas. u1(z

0, w0) = v1(z
0, w0) = −∞, alors (z0, w0) ∈ Γ1 ∩ Γ2. Supposons que

(z0, w0) ∈ A.
u est psh au voisinage de (z0, w0), de plus u1 et v1 sont pluriharmoniques
sur D × C\[Γ1 ∪ Γ2]. Soit r > 0, R > 0 avec B(z0, r) ⊂ D et u psh sur
B(z0, r)×D(w0, R). On a besoin du lemme suivant.
Lemme 1. Soit h, k : U → R harmoniques sur U domaine dans Rd(d ≥ 2).
Supposons que min(h, k) soit sousharmonique sur U. Alors h = k ou h < k ou
h > k partout sur U.
Démonstration. min(h, k) = inf(h, k) = 1

2 [h + k− | h − k |] est soushar-
monique sur U. Donc − | h− k | est sousharmonique sur U. Notons que | h− k |
est sousharmonique sur U. Il résulte que | h− k | est harmonique sur U.
Supposons que h ̸= k sur U. Par l’absurde supposons qu’il existe ξ0, ζ0 ∈ U avec
h(ξ0) > k(ξ0) et h(ζ0) < k(ζ0). Donc il, existe ξ1 ∈ U avec h(ξ1) = k(ξ1). Soit K
un sous-ensemble compact connexe dans U et contenant dans son intérieur ξ0, ζ0
et ξ1. On a donc 0 =| h(ξ1) − k(ξ1) | où ξ1 est intérieur à K. Puisque | h − k |
est harmonique sur U donc h− k = 0 sur K. Comme h− k est harmonique sur
U, alors h − k = 0 dans U. Ceci étant impossible et la preuve du lemme 1 est
terminée.
Maintenant u1 et v1 sont pluriharmoniques sur U = D(z0, r)×D(w0, R)\[Γ1∪Γ2]
avec min(u1, v1) est plurisousharmonique sur U. D’aprés le lemme 1, u1 = v1 ou
u1 < v1 ou u1 > v1 partout sur U.
L’hypothèse u1 = v1 sur U implique u1 = v1 sur B(z0, r) × D(w0, R). Le cas
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γ = 0 est impossible car v1(z
0, w0) = −∞, donc γ > 0.

| w − f(z) |α eβ =| w − g(z) |γ eδ pour (z, w) ∈ B(z0, r) × D(w0, R). Fixons
z ∈ B(z0, r), on a
| w − f(z) |α eβ =| w − g(z) |γ eδ pour tout w ∈ D(w0, R). Considérons alors
a, b, c, d ∈ C avec ac ̸= 0 et | aw+b |α=| cw+b |γ eδ−β pour tout w ∈ D(w0, R).
En choisissant une branche du logarithme adéquate sur D(w0, R)\{− b

a ,−
d
c},

w 7→ (aw+b)α

(cw+d)γ est une fonction localement analytique avec la condition

| (aw+b)α

(cw+d)γ |= eδ−β sur l’ouvert connexe D(w0, R)\{− b
a ,−

d
c}. Donc elle est

constante. D’où il existe θ ∈ [0, 2π] avec
(aw + b)α = (cw + b)γeδ−β+iθ, pour tout w ∈ D(w0, R).
Dérivons par rapport à w on a donc
αa(aw + b)α−1 = γc(cw + d)γ−1eiθ+δ−β . Soit encore αa(aw + b)α =
γc(cw + d)γ−1(aw + b)eiθ+δ−β = αa(cw + d)γeiθ+δ−β . Donc γc(aw + b) =
αa(cw + d) et par suite α = γ. Fixons w ∈ D(w0, R), on a pour tout z ∈
B(z0, r); | w − f(z) | e

β
α =| w − g(z) | e δ

α .
La condition f(z) = w pour tout z ∈ B(z0, r) implique que g(z) = w pour tout
z ∈ B(z0, r) et par suite β = δ. S’il existe z1 ∈ B(z0, r) avec f(z1) ̸= w, alors
F = {z ∈ B(z0, r)/f(z) = w} = {z ∈ B(z0, r)/g(z) = w} est fermé pluripolaire
dans B(z0, r).

Sur B(z0, r)\F, | f(z)−w
g(z)−w |= e

δ−β
α , donc f(z)−w

g(z)−w = e
δ−β
α +im(w) où m(w) ∈ [0, 2π[.

f(z)− w = (g(z)− w)eim(w)e
δ−β
α , ∀z ∈ B(z0, r), ∀w ∈ D(w0, R)\{f(z), g(z)}.

Remarquons que eim est analytique sur D(w0, R)\{f(z), g(z)}. De plus,
| eim |= 1. Donc eim est constante. Aussi, on a

[e
δ−β
α eim − 1]w = −f(z) + g(z)e

δ−β
α eim. L’indépendance par rapport à w

de la quantité [−f(z) + g(z)eime
δ−β
α ] implique que eime

δ−β
α = 1.

Mais m ∈ [0, 2π[ et δ−β
α ∈ R, donc δ − β = 0 et m = 0.

Par suite, on a (−f + g) = 0 sur B(z0, r). D’où f = g sur D.
On obtient maintenant α = γ, β = δ et f = g. Ceci étant impossible. Donc
(z0, w0) /∈ A.

2ème cas. u1(z
0, w0) = v1(z

0, w0) > −∞.
Supposons encore que (z0, w0) ∈ A. u étant psh au voisinage de (z0, wo), fixons
donc r > 0, R > 0 avec B(z0, r) × D(w0, R) ⊂ D × C, 0 <| w − f(z) |< 1,
0 <| w − g(z) |< 1 pour tout (z, w) ∈ B(z0, r) × D(w0, R). Donc u1 et v1
sont prh sur B(z0, r) × D(w0, R). D’où u1 = v1 ou u1 < v1 ou u1 > v1
partout sur B(z0, r) × D(w0, R). Comme u1(z

0, w0) = v1(z
0, w0), on déduit
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alors que u1 = v1 sur B(z0, r)×D(w0, R) et ceci implique que |w−f(z)|α
|w−g(z)|γ = eδ−β

pour tout (z, w) ∈ B(z0, r) × D(w0, R). Donc, il existe θ(z) ∈ [0, 2π[ avec
[w − f(z)]α = [w − g(z)]γeδ−β+iθ(z) pour z fixé dans B(z0, r). En dérivant
par rapport à w, on obtient α[w − f(z)]α−1 = γ[w − g(z)]γ−1eδ−β+iθ(z). Donc
α[w − f(z)]α = γ[w − g(z)]γ−1[w − f(z)]eδ−β+iθ(z) = α[w − g(z)]γeδ−β+iθ(z).
Soit alors γ[w − f(z)] = α[w − g(z)], pour tout w ∈ D(w0, R).
En dérivant encore par rapport à w ∈ D(w0, R), on obtient alors α = γ. Comme
α ̸= 0, alors α = γ > 0. Il s’ensuit que f = g sur B(z0, r) et par suite f = g sur
D. De la relation u1 = v1 sur B(z0, r)×D(w0, R), on a alors β = δ. Ceci étant
impossible. D’où (z0, w0) /∈ A. Il résulte que A ∩ E = ∅.
L’hypothèse D × C\E ⊂ A ⊂ D × C implique A = D × C\E si α ̸= 0 et
(f ̸= g ou β ̸= δ).
La même situation sera alors traitée si α ̸= γ et f ̸= g.
Pour la réciproque supposons que A = D × C\E. Si α = γ = 0, l’hypothèse
β = δ implique que E = D × C. Donc A = ∅. Mais, on a A = D × C dans ce
cas. Contradiction et par suite β ̸= δ. D’où E = ∅ et A = D × C = D × C\E.
Si α ̸= 0. Le cas où γ = 0 implique α ̸= γ.
Si γ ̸= 0. Supposons que α = γ et admettons aussi que f = g.
Le cas où β = δ étant impossible. En effet E = D × C, donc A = ∅. Or
u = u1 = v1 est psh sur D×C. Il résulte que A = D×C, mais A = D×C\E = ∅
ceci étant impossible. Donc β ̸= δ.
Supposons que f ̸= g. Alors α = γ > 0 et f ̸= g et la preuve de l’assertion (i)
est maintenant terminée.
Pour (ii), remarquons d’abord que E = D × C si et seulement si (α = γ et
β = δ) ou (α = γ > 0, f = g et β = δ). En effet, si (α = γ = 0 et β = δ) ou
(α = γ > 0, f = g et β = δ) on vérifie que E = D × C.
Pour la réciproque, on a E = D × C. L’hypothèse α = 0 implique que eβ =|
w − g(z) |γ eδ pour z ∈ D et w ∈ C.
Donc | w − g(z) |γ= eβ−δ. Si γ ̸= 0, alors pour tout z ∈ D fixé, on aurait

| w − g(z) |= e
β−δ
γ , pour tout w ∈ C. Mais si w0 = g(z) ∈ C, on a 0 = e

β−δ
γ ce

qui est impossible. D’où γ = 0 et par suite β = δ.
Supposons maintenant que α > 0. On a, pour z0 ∈ D, | w − f(z0) |α eβ =
| w − g(z0) |γ eδ pour tout w ∈ C. Si w = f(z0), alors w = g(z0). D’où f = g
sur D. De plus, si | w − f(z0) |= 1, alors eβ = eδ, donc β = δ. Il résulte alors
que | w − f(z0) |α=| w − f(z0) |γ pour tout w ∈ C. On choisit w0 ∈ C avec
| w0 − f(z0) |= 2. Donc 2α = 2γ et par suite α = γ > 0. Remarquons de plus
que si E = D × C, alors A = D × C.
Pour la preuve de l’assertion (ii), d’abord il est clair que A est ouvert dans
D × C. Maintenant, supposons que D est pseudoconvexe. Si E = D × C, alors
A = D × C est pseudoconvexe dans Cn × C. Supposons que E ̸= D × C. Alors
A = D × C\E = D1 ∪D2, où D1 = {(z, w) ∈ D × C / u1(z, w) < v1(z, w)} et
D2 = {(z, w) ∈ D × C / u1(z, w) > v1(z, w)}.
Remarquons que D1 ∩D2 = ∅, de plus D1 = {(z, w) ∈ D × C\Γ2 / u1(z, w) <
v1(z, w)} = {(z, w) ∈ D×C\Γ2 / u1(z, w)−v1(z, w) < 0}. Notons que D×C\Γ2

est pseudoconvexe, de plus (u1−v1) est psh surD×C\Γ2. Donc D1 est un ouvert
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pseudoconvexe.
D2 = {(z, w) ∈ D × C\Γ1 / v1(z, w) < u1(z, w)} =
{(z, w) ∈ D × C\Γ1 / v1(z, w)− u1(z, w) < 0}. D2 est aussi un ouvert pseudo-
convexe. D’où A est un ouvert pseudoconvexe dans Cn × C.
Pour (iii), remarquons que si (α = γ > 0 et f = g) ou (α = γ = 0) alors
A = D×C. Notons que la réciproque se démontre de manière analogue comme
plus haut.
Remarque 1. Pour (z, w) ∈ C2, on note u1(z, w) = log | w |, v1(z, w) = 2 log |
w | et u = min(u1, u2). Posons aussi f(z) = g(z) = 0 et notons Γ1 et Γ2 les
graphes de f et g respectivement.
Alors u est psh au voisinage de Γ1 ∪ Γ2. De plus notons que
E = {(z, w) ∈ C2 / u1(z, w) = v1(z, w)} = C× [{0} ∪ ∂D(0, 1)].
Notons aussi que A = {(z, w) ∈ C2 / u est psh au voisinage de (z, w)} =
C2\C× ∂D(0, 1) ̸= C2\E.
Corollaire 1. Soient f, g : D → C analytiques non constantes, D domaine
dans Cn. u1(z, w) = α log | p(w)− f(z) | +β et v1(z, w) =
γ log | q(w) − g(z) | +δ, (z, w) ∈ D × C, α et γ ∈ R∗

+, β et δ ∈ R, p et q sont
deux polynômes analytiques et non constants sur Cm.
On note u = inf(u1, v1), F1 = {(z, w) ∈ D×Cm/p(w) = f(z)} et F2 = {(z, w) ∈
D × Cm/q(w) = g(z)}. On a les équivalences suivantes
(i) u ∈ psh(D × Cm);
(ii) u ∈ psh(D × Cm\F1);
(iii) u ∈ psh(D × Cm\F2);
(iv) f = cg + k, α = γ et p = cq + k (c ∈ C∗ et k ∈ C);
(v) u est psh sur D × Cm\(F1 ∪ F2);
(vi) Il existe (z0, w0) ∈ D × Cm, u1(z

0, w0) = v1(z
0, w0) > −∞ et u psh au

voisinage de (z0, w0).
Démonstration. (i) implique (ii) étant triviale. Pour la réciproque notons que
F1 est fermé pluripolaire dans D × Cm, eu est continue sur D × Cm et psh sur
D × Cm\F1, donc e

u est psh sur D × Cm.
Par une méthode analogue on démontre l’équivalence entre les assertions (i) et
(iii).
(iv) implique (i) est triviale. Pour la réciproque notons que u1 et v1 sont psh
sur D × Cm et prh sur D × Cm\[F1 ∪ F2]. Rappelons que [F1 ∪ F2] est fermé
pluripolaire dans D × Cm. Donc u1 = v1 ou u1 < v1 ou u1 > v1 partout sur
le domaine D × Cm\[F1 ∪ F2]. L’hypothèse u1 = v1 sur D × Cm\[F1 ∪ F2] im-
plique u1 = v1 sur D × Cm. Donc | p(w)− f(z) |α eβ =| q(w)− g(z) |γ eδ. Sur
Cm\{w ∈ Cm/p(w) = f(z) ou q(w) = g(z)}, on a

| p(w)− f(z) |α

| q(w)− g(z) |γ
= eδ−β .

On admet sans perte de généralité que m = 1.

lim
|w|→+∞

| p(w)− f(z) |α

| q(w)− g(z) |γ
= eδ−β

donc αdeg(p) = γdeg(q) où deg(p) est le degré du polynôme p. On a
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α log | w − g(z) |2 +2β = γ log | w − g(z) |2 +2δ et dérivons par rapport à w,

il arrive que αp′(w)
p(w)−f(z) = γq′(w)

q(w)−g(z) pour p(w) ̸= f(z) et q(w) ̸= g(z). Comme

q n’est pas constant, alors αp′(w)
γq′(w) = p(w)−f(z)

q(w)−g(z) pour w ∈ C avec q′(w) ̸= 0 et

q(w) ̸= g(z)(pour z fixé dans D).

Soit z0 ∈ D, r > 0 avec ∆
(n)

(z0, r) ⊂ D. On fixe aussi R > 0 avec pour tout

w ∈ C\∆(0, R) et z ∈ ∆
(n)

(z0, r), on a q(w) ̸= g(z).

Soit a(z) = p(w)−f(z)
q(w)−g(z) , z et w comme ci-dessus. a est constante sur ∆

(n)
(z0, r).

Donc ∂a
∂z1

(z) = 0. Comme f n’est pas constante sur ∆
(n)

(z0, r), on suppose donc

∂f
∂z1

(z) ̸= 0 sur ∆
(n)

(z0, r).

− ∂f
∂z1

(z)[q(w)− g(z)] + ∂g
∂z1

(z)[p(w)− f(z)] = 0. Donc

q(w) =
∂g(z)
∂z1

∂f(z)
∂z1

p(w)−
∂g
∂z1

(z)
∂f
∂z1

(z)
f(z) + g(z).

Comme p et q ne sont pas constants, il arrive que

∂g(z)
∂z1

∂f(z)
∂z1

= c, (∀z ∈ ∆
(n)

(z0, r)) avec c ∈ C\{0}.

Aussi, la fonction b(z) = g(z)−
∂g(z)
∂z1

∂f(z)
∂z1

f(z) est constante.

b(z) = g(z)− cf(z) = k(k ∈ C). D’où g = cf + k sur D et q = cp+ k.
Comme αdeg(p) = γdeg(q) = γdeg(p), donc α = γ et on pourra aussi vérifier

que | c |= e
β−δ
α .

Si u1 ≤ v1 sur D×Cm\[F1∪F2]. (u1−v1) est alors psh sur D×Cm\[F1∪F2] et
négative avec [F1∪F2] est fermé pluripolaire dans D×Cm. Donc elle se prolonge
en une fonction psh négative sur D × Cm(notée encore (u1 − v1)).
Fixons z ∈ D, [u1(z, .)−v1(z, .)] est psh négative sur Cm, donc elle est constante.
Il existe donc un unique réel négatif noté c1(z) avec c1(z) = u1(z, w)− v1(z, w)
pour tout w ∈ Cm. Donc u1(z, w) = v1(z, w)− c1(z).
Sans perdre en généralité on suppose que m = 1.
Pour w ∈ C\{f(z), g(z)}, dérivons l’égalité précédente par rapport à w, on ob-
tient

αp′(w)
p(w)−f(z) =

γq′(w)
q(w)−g(z) et si aussi q′(w) ̸= 0, on a αp′(w)

γq′(w) = p(w)−f(z)
q(w)−g(z) .

D’après le raisonnement plus haut, on a donc q = cp + k, g = cf + k; c ∈
C∗, k ∈ C, de plus
| p(w)− f(z) |α eβ <| c |γ | p(w)− f(z) |γ eδ+c1(z) pour p(w) ̸= f(z).
Si α < γ, on a eβ <| c |γ | p(w)− f(z) |γ−α eδ+c1(z).
On choisira une suite (wj)j≥1 avec (p(wj) − f(z))j≥1 converge vers 0. Mais la
condition eβ <| c |γ | p(wj)− f(z) |γ−α eδ+c1(z) pour tout j ≥ 1 est impossible.
Donc α ≥ γ.
La condition α > γ est impossible car si on choisit une suite (w′

j)j≥1 avec
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(p(w′
j)− f(z))j≥1 est non bornée(z fixé dans D). On a

| p(w′
j) − f(z) |α−γ eβ <| c |γ eδ+c1(z) pour tout j ≥ 1. Ce qui implique que

(p(w′
j)− f(z))j≥1 est bornée. Contradiction. D’où α = γ.

Enfin, il est clair que les assertions (i), (v) et (vi) sont équivalentes.
Concernant l’étude de plusieurs fonctions harmoniques, on a
Lemme 2. Soit u1, ..., uk : D → R harmoniques, D domaine dans Rd(u1, ..., uk
sont distinctes deux à deux, d ≥ 2 et k ≥ 2).
Supposons que inf

1≤j≤k
(uj) est sousharmonique sur D.

Alors, il existe une permutation σ : {1, ..., k} → {1, ..., k} avec uσ(1) < uσ(2), ..., uσ(1) <
uσ(k).
Démonstration. inf

1≤j≤k
(uj) étant sousharmonique sur D, notons aussi que

inf
1≤j≤k

(uj) est surharmonique, donc inf
1≤j≤k

(uj) est harmonique sur D. Montrons

d’abord l’existence d’une boule ouverte B(x1, R) ⊂ D avec ∀j, l ∈ {1, ..., k} et
j ̸= l, on a uj(x) ̸= ul(x) (∀x ∈ B(x1, R), x1 ∈ D et R > 0). Remarquons
que si k = 2, on a u1 < u2 ou u2 < u1 partout sur D. Supposons que la
propriété précédente est vraie jusqu’a l’ordre k. Fixons u1, ..., uk+1 des fonc-
tions harmoniques sur D et distinctes deux à deux. D’après l’hypothèse de
récurrence, il existe donc une boule ouverte B(x0, r) ⊂ D (x0 ∈ D et r > 0)
avec ∀j, l ∈ {1, ..., k}, j ̸= l, on a ∀x ∈ B(x0, r), uj(x) ̸= ul(x). Supposons
que ∀x ∈ B(x0, r), ∃j ∈ {1, ..., k} tel que uj(x) = uk+1(x). Il résulte alors que
{x ∈ B(x0, r)/uj(x) = uk+1(x)} = B(x0, r). Donc il existe j ∈ {1, ..., k} avec
{x ∈ B(x0, r)/uj(x) = uk+1(x)} est d’intérieur non vide. D’où uj = uk+1 sur
B(x0, r) et par analycité réelle on déduit que uj = uk+1 sur D. D’où une con-
tradiction. Ainsi, il existe x1 ∈ B(x0, r) avec ∀j ∈ {1, ..., k}, uj(x1) ̸= uk+1(x1).
On choisit alors R ∈]0, r[ de manière que B(x1, R) ⊂ B(x0, r), de plus uj(x) ̸=
uk+1(x), ∀x ∈ B(x1, R). D’ où, ∀j, λ ∈ {1, ..., k + 1}, on a uj(x) ̸= uλ(x), ∀x ∈
B(x1, R). D’ où la propriété(le choix de la permutation étant clair). Maintenant
la preuve du lemme 2 est possible.
∃x0 ∈ D, r > 0 avec B(x0, r) ⊂ D et ∀j, λ ∈ {1, ..., k}, j ̸= λ, uj(x) ̸=
uλ(x), ∀x ∈ B(x0, r). On peut facilement vérifier qu’on se ramène à la situa-
tion u1 < u2, ..., u1 < uk sur B(x0, r). Donc inf

1≤j≤k
(uj) = u1 sur B(x0, r) et par

analycité réelle, on déduit que inf
1≤j≤k

(uj) = u1 sur D.

Lemme 3. Soit u, v, w trois fonctions harmoniques réelles et distinctes deux à
deux sur D domaine de Rd, d ≥ 2. Si k = min(u, v, w) est sousharmonique sur
D, alors u < min(v, w) ou v < min(u,w) ou w < min(u, v).
Démonstration. D’après le lemme 2, on a (u < v et u < w) ou (v < u
et v < w) ou (w < u et w < v) partout sur D. Donc u < min(v, w) ou
v < min(u,w) ou w < min(u, v).
Remarque 2. a) Soit U un ouvert dans Rd, (d ≥ 2) vérifiant
∀u, v : U → R harmonique avec min(u, v) est sousharmonique sur U, alors u = v
ou u < v ou v < u partout sur U. Alors U est domaine dans Rd.
En effet, supposons que U = U1 ∪ U2 où U1 et U2 sont deux ouverts non vides
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et disjoints. Soit

u1 =

{
0 sur U1

1 sur U2.

On définit aussi u2 par u2 = 1− u1. Alors u = min(u1, u2) = 0 est harmonique
sur U. Mais, on ne peut pas comparer u1 et u2 partout sur U.
b) Soit u1, ..., uk des fonctions harmoniques réelles sur un domaine D dans
Rd(d ≥ 2 et k ≥ 3). Supposons que u1, ..., uk sont distinctes deux à deux et
inf(u1, ..., uk) est sousharmonique sur D. En général, il n’existe pas une permu-
tation σ : {1, ..., k} → {1, ..., k} avec uσ(1) < uσ(2) < ... < uσ(k).
Exemple. Soit u1(x, y) = x, u2(x, y) = y et u3(x, y) = −1 pour (x, y) ∈
B(0, 1) ⊂ R2. u1, u2 et u3 sont harmoniques et distinctes deux à deux, inf(u1, u2, u3) =
u3 est harmonique sur B(0, 1). Cependant, on n’a pas
u3 < u1 < u2 ou u3 < u2 < u1 sur B(0, 1).
Observons que inf(u1, u2, u3) est harmonique sur B(0, 1) cependant inf(u1, u2)
n’est pas sousharmonique sur B(0, 1).
Notons aussi que si u1, ..., uk sont harmoniques sur D et distinctes deux à deux
avec u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ uk sur D. Alors u1 < u2 < ... < uk partout sur D.
Théorème 2. Soit D un domaine de Cn, f : D → C une fonction analytique
non constante. Soit α ∈ R∗

+, β ∈ R et p un polynôme analytique non constant
sur Cm. F = {(z, w) ∈ D × Cm / p(w) = f(z)}. u1(z, w) = α log | p(w)− f(z) |
+β pour (z, w) ∈ D × Cm.
Soit φ : D × Cm → [−∞,+∞[ une fonction psh et prh sur D × Cm\F.
Supposons que min[u1, φ] est psh sur D × Cm. Alors φ = u1 + c où c : D → R
est une fonction prh.
Démonstration. F étant fermé pluripolaire dans D × Cm, donc D × Cm\F
est un domaine dans D × Cm. u1 et φ sont prh avec min(u1, φ) est psh sur
D × Cm\F, il résulte alors que u1 = φ ou u1 < φ ou φ < u1 partout sur
D × Cm\F.
Si u1 = φ sur D × Cm\F, alors u1 = φ sur D × Cm(on prend ici c = 0).
Si u1 < φ sur D × Cm\F. Alors u1 ≤ φ sur D × Cm. Pour tout z fixé dans D,
on a u1(z, .) ≤ φ(z, .) de plus φ(z, .) est prh sur Cm\{w ∈ Cm / p(w) = f(z)}.
Donc u1(z, .) − φ(z, .) ≤ 0 et prh sur Cm\{w ∈ Cm / p(w) = f(z)} avec {w ∈
Cm / p(w) = f(z)} est pluripolaire fermé dans Cm. Alors [u1(z, .) − φ(z, .)] se
prolonge en une fonction négative et psh sur Cm(notée encore u1(z, .)−φ(z, .)).
Il existe donc un unique réel négatif noté c(z) avec u1(z, .)−φ(z, .) = c(z). Ceci
permet donc de définir une application c : D → R−.
La condition u1(z, w) − φ(z, w) = c(z), ∀w ∈ Cm avec p(w) ̸= f(z) implique
que c est une fonction prh sur D.
Théorème 3. Soit D un domaine dans Cn. ψ : D → [−∞,+∞[,
φ : D × C → [−∞,+∞[ deux fonctions.
(i) Supposons que {z ∈ D / ψ(z) = −∞} est pluripolaire dans D et max(−j, ψ)
est psh sur D (∀j ≥ 1). Alors ψ est une fonction psh sur D.
(ii) Soit f : D → C une fonction analytique, α ∈ R∗

+ et β ∈ R, u1(z, w) = α log |
p(w)− f(z) | +β, pour p polynôme analytique sur Cm et (z, w) ∈ D × C.
Supposons que max[u1, φ] est psh sur D × C pour tout p polynôme analytique
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sur Cm et {(z, w) ∈ D ×Cm / φ(z, w) = −∞} est pluripolaire. Alors φ est psh
sur D × C.
Démonstration . (i) ψ est s.c.s sur D, en effet, pour z0 ∈ D soit A ∈ R
avec ψ(z0) < A. Soit j0 ∈ N∗ avec −j0 < A. Alors max[−j0, ψ(z0)] < A.
max[−j0, ψ] étant s.c.s sur D, donc il existe un ouvert V voisinage de z0 avec
max[−j0, ψ] < A sur V. Donc ψ < A sur V. Montrons que ψ vérifie l’inégalité
de la moyenne.
Soit z0 ∈ D et fixons r > 0, D(z0, r) ⊂ D. On supposera sans perte de généralité
que n = 1.

Si ψ(z0) = −∞, on a −∞ = ψ(z0) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
ψ(z0 + reiθ)dθ.

Si ψ(z0) > −∞, alors il existe j0 avec −j0 < ψ(z0). Donc pour tout j ≥ j0, on

a max[−j, ψ(z0)] = ψ(z0) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
max[−j, ψ(z0 + reiθ)]dθ et en ajoutant une

constante réelle à ψ, on admet que ψ < 0 sur D(z0, r). Il résulte alors que la
suite (max[−j, ψ])j≥1 est négative décroissante. Donc

lim
j→+∞

1

2π

∫ 2π

0

max[−j, ψ(z0 + reiθ)]dθ =
1

2π

∫ 2π

0

lim
j→+∞

max[−j, ψ(z0 + reiθ)]dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

ψ(z0 + reiθ)dθ.

D’ où ψ(z0) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
ψ(z0 + reiθ)dθ et par suite ψ est sh sur D.

Pour (ii), montrons d’abord que φ est s.c.s sur D × C. Soit (z0, w0) ∈ D × C.
Soit A ∈ R avec φ(z0, w0) < A. On choisit un polynôme p analytique sur Cm

avec α log | p(w0) − f(z0) | +β = −∞. Donc max[u1, φ] < A au voisinage de
(z0, w0) et par suite φ < A au voisinage de (z0, w0). Notons d’abord que si f est

constante sur D, on choisit une suite de constantes (pj)j≥1 avec pj = f+e
−j−β

α .
Alors α log | pj−f | +β = −j et par suite max[−j, φ] est psh sur D×C(∀j ≥ 1),
de plus {(z, w) ∈ D × C / φ(z, w) = −∞} est pluripolaire. D’après (i), φ est
psh sur D × C.
Si f n’est pas constante sur D, on utilise une méthode plus générale, à savoir,
la caractérisation des fonctions sousharmoniques à l’aide des majorantes har-
moniques. On suppose que n = 1. Soit (z0, w0) ∈ D × C, r > 0 avec D(z0, r) ⊂
D. Soit h une fonction continue sur D(z0, r) et harmonique sur D(z0, r) avec
φ(., w0) ≤ h sur ∂D(z0, r). On choisit un polynôme p analytique sur C avec
α log | p(w0) − f(z) | +β ≤ h(z) pour tout z ∈ D(z0, r). Donc max[α log |
p(w0)− f(z) | +β, φ(z, w0)] ≤ h(z) pour tout z ∈ ∂D(z0, r).
D’où max[α log | p(w0)− f(z) | +β, φ(z, w0)] ≤ h(z)(∀z ∈ D(z0, r) et par suite
φ(., w0) ≤ h sur D(z0, r).
Utilisant les transformations C-linéaires sur Cn+1 et compte tenu de l’hypothèse
{(z, w) ∈ D×Cm / φ(z, w) = −∞} est pluripolaire, on démontre que φ est psh
sur D × C.
On donne maintenant le résultat précis suivant.
Théorème 4. Soit f1, f2, f3 : D → C analytiques, D domaine dans Cn. p1, p2
et p3 trois polynômes analytiques non constants sur Cm. α1, α2 et α3 ∈ R∗

+,
β1, β2 et β3 ∈ R. On note uj(z, w) = αj log | pj(w) − fj(z) | +βj et soit
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Fj = {(z, w) ∈ D × Cm / pj(w) = fj(z)} pour j = 1, 2 ou 3.
Pour {j, k, λ} = {1, 2, 3}, supposons que u = min(u1, u2, u3) est prh sur D ×
Cm\(Fk ∪ Fλ). Alors uj < min(uk, uλ) sur D × Cm\(Fk ∪ Fλ), de plus, u = uj
sur D.
Démonstration. On suppose que j = 1, k = 2, λ = 3 et m = 1. No-
tons A = {(z, w) ∈ D × C / | p2(w) − f2(z) |α2 eβ2 =| p3(w) − f3(z) |α3

eβ3 > 0} et v = min(u2, u3). D’après le théorème 1, min(u2, u3) est prh sur
D × Cm\(A ∪ F2 ∪ F3). Supposons qu’il existe (z0, w0) ∈ A avec u1(z

0, w0) >
v(z0, w0). Donc u = v au voisinage de (z0, w0) et par suite v est prh au voisi-
nage de (z0, w0). Ce qui est impossible. Donc u1(z

0, w0) ≤ v(z0, w0) et même
u1(z

0, w0) < v(z0, w0). En effet, supposons que u1(z
0, w0) = v(z0, w0). Alors

u n’est pas prh sur D × C\(F2 ∪ F3). Il résulte que u1(z
0, w0) < v(z0, w0).

Il existe donc un ouvert U ⊂ D × C, (z0, w0) ∈ U et u < v sur U. Donc
u = u1 sur U. u étant prh sur D × C\(F2 ∪ F3) et u1 est prh sur D × C\F1.
Donc u et u1 sont prh sur le domaine D × C\(F1 ∪ F2 ∪ F3) et u = u1 sur
U avec (F1 ∪ F2 ∪ F3) est fermé pluripolaire dans D × C. D’ où u = u1 sur
D × C\(F1 ∪ F2 ∪ F3) et par suite u = u1 sur D × C. D’après la preuve du
corollaire 1, on déduit que α1 = α2 = α3; p2 = c2p1 + k, f2 = c2f1 + k2;
p3 = c3p1+k3 et f3 = c3f1+k3 où c2, c3, k2, k3 ∈ C, c2 ̸= 0 et c3 ̸= 0. On pourra
aussi vérifier que β1 ≤ α1 log | c2 | +β2 et β1 ≤ α1 log | c3 | +β3. Notons aussi
que F1 = F2 = F3. Enfin, il s’ensuit que u ∈ psh(D × C) ∩ prh(D × C\F1).
Les développements ci-dessous permettent de généraliser un énoncé ultérieur de
Abidi [1].
Théorème 5. Soit f : D → C une fonction, D domaine dans Cn et α ∈]0, 1[.
Notons u(z, w) =| w − f(z) |α pour (z, w) ∈ D × C.
On a les équivalences suivantes
(i) f est analytique sur D;
(ii) u est psh sur D × C;
(iii) v(z, w) =| w − f(z) |β est psh sur D × C,∀β ∈]0, 1[;
(iv) ∃A ≥ 0, B ≥ 0, C > 0, β > 1 et γ ∈]0, 1[ avec k(z, w) = [A | w − f(z) |β
+B | w − f(z) |γ +C log(| w − f(z) |)] est psh sur D × C;
(v) u1 est psh sur D × C si u1(z, w) = log(1 + a | w − f(z) | où a > 0;
(vi) f continue sur D et il existe une fonction g : D → C analytique avec u2
psh sur D × C\F où u2(z, w) = min[log | w − f(z) |, log | w − g(z) |] pour
(z, w) ∈ D × C et F = {(z, w) ∈ D × C / | w − f(z) |=| w − g(z) |}.
Démonstration. Il est simple à vérifier que (i) implique les assertions (ii), (iii),
(iv), (v) et (vi). Pour montrer que (ii) implique (i), notons que u ∈ psh(D×C),
donc φ = u

2
α ∈ psh(D × C).

Pour (z, w) ∈ D × C, φ(z, w) =| w − f(z) |2=| w |2 −wf(z)− wf(z) +
| f(z) |2 . Alors φ(., w) est psh sur D, ∀w ∈ C.
Remarquons que [φ(., w)− | w |2] est psh sur D pour tout w ∈ C.
Notons que ψ, définie par ψ(z, w) =| w − f(z) |, est s.c.s sur D × C. Fixons
z0 ∈ D, ϵ > 0 et posons w0 = f(z0). Il existe alors δ > 0 avec z ∈ D et
∥ z − z0 ∥ + | w − w0 |≤ δ implique | w − f(z) |< ϵ. En particulier, si w = w0,
on a z ∈ D et ∥ z − z0 ∥≤ δ implique | w0 − f(z) |=| f(z0) − f(z) |< ϵ. D’ où
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f est continue sur D. Soit θ ∈ C∞
c (D), θ ≥ 0. Notons alors que la fonction k,

donnée par
k(w) = −w

∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z)− w

∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z) +∫

| f(z) |2 ∆θ(z)dm2n(z) ≥ 0, (∀w ∈ C).
Comme k est harmonique sur C, alors k est constante sur C et par suite k = k(0).
Il résulte alors que w

∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z) + w

∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z) = 0 pour

tout w ∈ C. Si w = 1, on a Ré[
∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z)] = 0 et si w = i, on a

Im[
∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z)] = 0. D’ où

∫
f(z)∆θ(z)dm2n(z) = 0 pour toute fonc-

tion θ ∈ C∞
c (D), θ ≥ 0. Donc f est harmonique sur D.

Soit T1 : Cn → Cn une transformation C− linéaire bijective. Considérons aussi
T : Cn+1 → Cn+1 définie par T (z, w) = (T1(z), w) pour (z, w) ∈ Cn × C. T est
une transformation C− linéraire bijective sur Cn×C. φoT (z, w) = φ(T (z, w)) =
φ(T1(z), w) =| w − foT1(z) |2 . On vérifie par une manière analogue à la
preuve précédente que foT1 est harmonique sur T−1

1 (D). D’après Lelong [10],
f ∈ prh(D). Ecrivons f = p + iq où p = Ré(f). Soit z0 ∈ D, r > 0 avec
B(z0, r) ⊂ D. Soit w1 = (p + iθ) holomorphe sur B(z0, r) où p = Ré(w1).
En ajoutant à θ une constante réelle, on suppose sans perte de généralité que
(θ− q) > 0 sur B(z0, r2 ). | w1− f |α= (θ− q)α est sousharmonique sur B(z0, r2 ).
Notons par ∆ le laplacien dans Cn et pour z = (z1, ..., zn) ∈ Cn; zj = xj + ixn+j

où xj , xn+j ∈ R(1 ≤ j ≤ n). On a

∆[(θ − q)α] = α(∆(θ)−∆(q))(θ − q)α−1 + α(α− 1)

2n∑
j=1

[
∂(θ − q)

∂xj
]2(θ − q)α−2 =

α(α− 1)

2n∑
j=1

[
∂

∂xj
(θ − q)]2(θ − q)α−2 ≥ 0.

D’autre part cette quantité est négative. Donc elle est nulle. Par suite on

a, ∂(θ−q)
∂xj

= 0 pour tout j = 1, ..., 2n. Donc (θ− q) est constante sur B(z0, r2 ) et

comme (θ − q) est analytique réelle sur B(z0, r), alors (θ − q) est constante sur
B(z0, r). q = θ+c(c ∈ R), donc f = p+iq = p+iθ+ic = (w1+ic) est analytique
sur B(z0, r). D’après cette preuve, (ii) implique (iii). Mais remarquons que (iii)
implique (ii). D’où (i), (ii) et (iii) sont équivalentes. Pour (iv) implique (i),
notons que si A = B = 0, cette assertion résulte de la condition (ii) implique
(i).
Supposons que A > 0 et B > 0. On établit d’abord l’assertion suivante.
Soit v1 : D → [0,+∞[ une fonction avec [Avα1 +Bvγ1 +C log(v1)] est psh sur D
alors v1 est psh sur D. En effet, si v1 n’est pas s.c.s en a ∈ D, alors vα1 , v

γ
1 et

log(v1) ne sont pas s.c.s en a. Donc [Avα1 + Bvγ1 + C log(v1)] n’est pas s.c.s en

a(ceci étant impossible). Supposons que n = 1 et vα1 (a) >
1
2π

∫ 2π

0
vα1 (a+ re

iθ)dθ

pour D(a, r) ⊂ D(r > 0). Les applications t 7→ t
γ
α et t 7→ log(t) sont strictement

croissantes et concaves sur ]0,+∞[. Il résulte alors que

vγ1 (a) >
1
2π

∫ 2π

0
vγ1 (a+ reiθ)dθ et log(v1(a)) >

1
2π

∫ 2π

0
log(v1(a+ reiθ))dθ.
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Donc
Avα1 (a) +Bvγ1 (a) +C log(v1)(a) >

1
2π

∫ 2π

0
(Avα1 +Bvγ1 +C log(v1))(a+ reiθ)dθ,

ce qui est impossible. D’où vα1 est sh sur D(et la preuve de l’assertion est ter-
minée).
Les conditions (A > 0 et B = 0) ou (A = 0 et B > 0) résultent de la preuve
précédente. Il résulte par suite que k(z, w) =| w − f(z) |α est psh sur D × C.
D’après le lemme 4 qui suivra, on a f est prh sur D. On applique maintenant le
problème de plongement de la façon suivante. Notons f = p+ iq où p = Ré(f)
et pour z0 ∈ D, r > 0 avec B(z0, r) ⊂ D, soit w1 = (p + iθ) analytique sur
B(z0, r), p = Ré(w1). En ajoutant à θ une constante réelle convenable on sup-
pose que q(z0) = θ(z0). Supposons que f n’est pas analytique sur D. Soit
k1(z) = A | w1(z)− f(z) |α +B | w1(z)− f(z) |γ +
C log | w1(z)− f(z) |, z ∈ B(z0, r).
k1 est psh ou k1 = −∞ sur B(z0, r). Remarquons qu’on a
E = {z ∈ B(z0, r)/k1(z) = −∞} = {z ∈ B(z0, r)/q(z) − θ(z) = 0} est
fermé non polaire dans B(z0, r). En effet, par absurde, admettons que E est
polaire. Notons que | q − θ |≥ 0 harmonique sur B(z0, r)\E et continue
sur B(z0, r), donc | q − θ | est harmonique sur B(z0, r). Maintenant, on a
inf

B(z0, r2 )
| q − θ |= 0 =| (q − θ)(z0) | et par suite | q− θ | atteint son minimum en

z0 ∈ B(z0, r2 ). Donc | q − θ |= 0 même sur B(z0, r). Il résulte que E = B(z0, r)
est polaire dans B(z0, r). Ceci étant en contradiction avec l’hypothèse. Ainsi,
E n’est pas polaire dans B(z0, r). Donc k1 = −∞ partout sur B(z0, r) et par
suite, on a log | w1 − f |= −∞ sur B(z0, r). Soit alors f = w1 et ceci étant
impossible.
Pour (v) implique (i), notons que u1 est psh sur D × C et il résulte que
−1 + eu1(z,w) = a | w − f(z) | est psh sur D ×C. D’où s, donnée par s(z, w) =|
w − f(z) |, est psh sur D ×C. D’après la preuve de l’assertion (ii) implique (i),
on a f est pluriharmonique sur D. On admet ici D simplement connexe et on
note f = p+ iq; p = Ré(f). Soit w1 = (p+ iθ) analytique sur D où p = Ré(w1)
et θ : D → R étant pluriharmonique. En ajoutant à θ une constante réelle,
on admet que (θ − q) > 0 sur B(z0, r) ⊂ D(z0 ∈ D et r > 0). ∀z ∈ B(z0, r),
u1(z, w1(z)) = log(1 + a(θ − q)) est plurisousharmonique sur B(z0, r). Pour le
reste de cette preuve, on admet n = 1. On a

∂
∂z log(1 + a(θ − q)) =

a ∂
∂z (θ−q)

q−θ .

∂2

∂z̄∂z log(1 + a(θ − q)) =
−a| ∂

∂z (θ−q)|2

(q−θ)2 ≤ 0.

D’autre part ∂2

∂z̄∂z log(1 + a(θ − q)) ≥ 0.

Donc ∂2

∂z̄∂z log(1 + a(θ − q)) = 0 et par suite ∂θ
∂z = ∂q

∂z .

Comme θ et q sont à valeurs réelles, alors (θ−q) est constante, q = θ+c(c ∈ R).
Donc f = p+ i(θ + c) = (w1 + ic) est analytique sur D(z0, r).
Pour (vi) implique (i), notons que si F = D×C, alors D×C\F = ∅, d’où f = g
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sur D. En effet, on a | w − f(z) |=| w − g(z) | pour tout (z, w) ∈ D × C, donc
w−f(z) = eiα(z)(w−g(z)) pour tout w ∈ C(z étant fixé dans D), α(z) ∈ [0, 2π[.
Dérivons par rapport à w, on a 1 = eiα(z). D’où f(z) = g(z) pour tout z ∈ D.
En particulier, f est analytique sur D.
Si F ̸= D × C. Soit U = {z ∈ D / f(z) ̸= g(z)}, U est ouvert dans D. No-
tons E = D\U. Soit w0 ∈ C avec | w0 − f(z0) |<| w0 − g(z0) |(par exemple,
on peut prendre w0 = f(z0)). Soit r > 0 avec B(z0, r) ⊂ D et pour tout
(z, w) ∈ B(z0, r) × D(w0, r), on a | w − f(z) |<| w − g(z) | . Pour plus de
simplicité, on suppose que n = 1. Alors u2(z, w) = log | w − f(z) | est psh
sur D(z0, r) ×D(w0, r). D’après Abidi [1], f est analytique sur D(z0, r). Donc
(f − g) est analytique sur U et continue sur D. D’après le théorème de Rado(cf.
Hervé [6]), (f − g) est analytique sur D et par suite f est analytique sur D.
Lemme 4. Soit D un domaine dans Cn, f : D → C une fonction, u(z, w) =
| w − f(z) | si (z, w) ∈ D × C. On a les équivalences suivantes
(i) f est prh sur D;
(ii) u est psh sur D × C;
(iii) ∃α ≥ 1 avec uα est psh sur D × C;
(iv) ∃α ≥ 1 avec pour tout w ∈ C, (u(., w))α est psh sur D;
(v)∃α ≥ 1, g : C → C holomorphe non constante avec v, donnée par v(z, w) =|
g(w)− f(z) |α si (z, w) ∈ D × C, est psh sur D × C.
Démonstration . Il est clair que (i) implique les assertions (ii), (iii), (iv), et
(v). Notons aussi la remarque suivante. D’après la preuve du théorème 5, si u
est psh sur D × C, alors f est prh sur D. Donc (ii) implique (i).
Pour (iii) implique (i), soit N ∈ N avec 2N ≥ α.
uα étant psh, donc u2N est psh sur D × C. uα est s.c.s sur D × C, donc u est
s.c.s sur D×C et par suite d’après la preuve du théorème 5, f est continue sur
D. Posons g = f + f et considérons | w − f |2N= [| w |2 −wf − wf+ | f |2]N .
Pour w ∈ R, on a

| w − f |2N= [w2 − wg+ | f |2]N = w2N −Nw2N−1g + w2N−2f2n−2 + ...+ f0

où f0, ..., f2N−2 : D → R continues et s’expriment en fonction des fonctions
g et | f | . Notons ∆ le laplacien par rapport à z. ∀φ ∈ C∞

c (D), φ ≥ 0 on a∫
| w − f(z) |2N ∆φ(z)dm2n(z) ≥ 0.

Remarquons aussi que
∫
w2N∆φ(z)dm2n(z) = 0.

Il résulte que pour tout w ∈ R,

−Nw2N−1
∫
g(z)∆φ(z)dm2n(z) + w2N−2

∫
f2N−2(z)∆φ(z)dm2n(z) + ...+∫

f0(z)∆φ(z)dm2n(z) ≥ 0.

Notons aussi que si p(t) = a2N−1t
2N−1 + ...+ a0 est un polynôme à coefficients

réels avec p(t) ≥ 0, (∀t ∈ R).Alors a2N−1 = 0. Il résulte que
∫
g(z)∆φ(z)dm2n(z) =

0 pour toute φ ∈ C∞
c (D), φ ≥ 0. D’où g est harmonique sur D(g est continue
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sur D).
Pour w = it(t ∈ R), posons k = Im(f), alors k est continue sur D et on a

(| w |2 −wf − wf+ | f |2)N = (t2 − 2tk+ | f |2)N =

t2N − 2Nt2N−1k + t2N−2k2n−2 + ...+ k0

où k0, ..., k2N−2 sont des fonctions à valeurs réelles s’exprimant en fonction de k
et | f |2(elles sont en particulier continues sur D). Par la même méthode ainsi
décrite plus haut, on démontre que k est harmonique sur D.
D’où f est harmonique sur D.
Posons F (z, w) =| w − f(z) |2N si (z, w) ∈ D × C. Soit T (z, w) = (T1(z, w), w)
où T1 : Cn → Cn est une transformation C−linéaire sur Cn.
FoT (z, w) =| w − foT1(z) |2N si (z, w) ∈ T−1

1 (D) × C. FoT est psh sur
T−1
1 (D)×C. D’après le raisonnement plus haut, on a foT1 est harmonique sur
T−1
1 (D) pour toute transformation T1 C− linéaire et bijective sur Cn. D’après

Lelong [10], f ∈ prh(D). A partir de cette preuve, il arrive que (iv) implique (i).
Pour (v) implique (i), notons que d’après le théorème de Picard, il existe a ∈ C
avec C\{a} ⊂ g(C). Considérons alors (wj)j≥1 et (w′

j)j≥1 deux suites de nom-
bres complexes avec (g(wj))j≥1 ⊂ R, (g(w′

j))j≥1 ⊂ iR,
lim

j→+∞
g(w2j) = lim

j→+∞
ig(w′

2j) = +∞ et lim
j→+∞

g(w2j+1) = lim
j→+∞

ig(w′
2j+1) =

− ∞. On note aussi h = f + f et k = f − f. On vérifie sans peine que f est
continue sur D. En utilisant la suite (wj)j≥1 on démontre que h est harmonique
sur D et aussi si on utilise la suite (w′

j)j≥1, on montre que k est harmonique
sur D. Utilisant les transformations C− linéaires bijectives sur Cn, on montre
que h et k sont pluriharmoniques sur D. Il s’ensuit que f est pluriharmonique
sur D.
Concernant l’utilité de la fibration, on a l’énoncé suivant
Théorème 6. Soit f, g : D → C analytiques non constantes, D domaine dans
Cn. Soit α, γ ∈ R∗

+, β, δ ∈ R, on pose u1(z, w) = α log | w − f(z) | +β et
v1(z, w) = γ log | w − g(z) | +δ si (z, w) ∈ D × C. Soit u = inf(u1, v1) et
v = sup(u1, v1). On note E = {(z, w) ∈ D × C / u1(z, w) = v1(z, w)} et si
w ∈ C, E(w) = {z ∈ D / u1(z, w) = v1(z, w)}.
Alors on a les propriétés suivantes
(a) Pour w ∈ C, on note A(w) = {z ∈ D / u(., w) est psh au voisinage de z} et
A(z) = {w ∈ C / u(z, .) est psh au voisinage de w} si z ∈ D et A = {(z, w) ∈
D × C / u est psh au voisinage de (z, w)}.
(i) A(w) = D\E(w), ∀w ∈ C si et seulement si (α ̸= γ et f ̸= g) ou (α =
γ et f ̸= g).
(ii) (A(z) = C\E(z), ∀z ∈ D) si et seulement si (A(w) = D\E(w), ∀w ∈ C).
(iii) Si D est pseudoconvexe, alors A(w) est un ouvert pseudoconvexe, ∀w ∈ C.
(iv) (A(w) = D, ∀w ∈ C) si et seulement si (α = γ et f = g non constante).
(b) Soit B = {(z, w) ∈ D × C / v prh au voisinage de(z, w)}. Alors B ⊂ A.
On note Γ1 et Γ2 les graphes de f et g respectivement.
A = (D × C\E) ∪ (Γ1 ∪ Γ2) si et seulement si (α ̸= γ et f = g).
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{z ∈ D / A(z) = C} est vide ou analytique ou égale à D. De plus,
{z ∈ D / A(z) = C\E(z)} = ∅ si et seulement si ((α = γ et f = g) ou (α ̸=
γ et f = g)).
Démonstration. (a) Pour (i), supposons que A(w) = D\E(w) pour tout
w ∈ C. Admettons que α = γ. Montrons que f = g. Par l’absurde supposons
que f = g sur D. Donc u(z, w) = α log | w− f(z) | + inf(β, δ) si (z, w) ∈ D×C.
Il résulte que u(., w) est psh sur D. Mais
E(w) = {z ∈ D / | w − f(z) |α eβ =| w − f(z) |α eδ} et pour w ∈ f(D), {z ∈
D / f(z) = w} est non vide et inclus dans E(w). Donc A(w) = D ̸= D\E(w).
D’où f ̸= g. Maintenant, admettons que α ̸= γ. Si f = g sur D, on a pour
w ∈ f(D), A(w) = [D\E(w)] ∪ Γ1(w) ̸= D\E(w), où Γ1 est le graphe de f(car
f non constante). Il résulte enfin que f ̸= g. Pour la réciproque, notons que si
α ̸= γ et f ̸= g, d’après le théorème 1, A = D × C\E est le plus grand ouvert
sur lequel u est psh. Donc A(w) est le plus grand ouvert sur lequel u(., w) est
psh(pour tout w ∈ C). D’où A(w) = D\E(w). De même si α = γ et f ̸= g.
Pour (ii), supposons d’abord que A(z) = C\E(z), ∀z ∈ D. Si α = γ et f = g,
alors u(z, w) = α log | w − f(z) | + inf(β, δ), donc A(z) = C et {w ∈ C / w =
f(z)} = {f(z)} ⊂ E(z) pour tout z ∈ D. Donc A(z) ̸= C\E(z) et par suite, on
doit avoir α ̸= γ ou f ̸= g.
La situation α ̸= γ et f = g étant impossible, car on a
E = {(z, w) ∈ D × C / | w − f(z) |α eβ =| w − f(z) |γ eδ} =
{(z, w) ∈ D × C / w = f(z)} ∪ {(z, w) ∈ D × C / | w − f(z) |α−γ= eδ−β}.
Donc A = (D × C\E) ∪ Γ1 où Γ1 est le graphe de f. Donc pour tout z ∈ D,
A(z) = [D\E(z)] ∪ {f(z)} ̸= D\E(z)(car f(z) ∈ E(z)). Donc f ̸= g. Dans ce
cas on vérifie que A(z) = D\E(z),∀z ∈ D.
Si α = γ, alors f ̸= g et on vérifie aussi que A(z) = C\E(z), ∀z ∈ D.
Réciproquement, supposons que α ̸= γ et f ̸= g(α > 0 et γ > 0), d’après
le théorème 1, A = D × C\E. Donc A(z) = D\E(z), ∀z ∈ D(la même conclu-
sion est obtenue si α = γ et f ̸= g).
Pour (iii), d’après le théorème 1, A est pseudoconvexe dans D × C. D’après
Hörmander [7], A(w) est un ouvert pseudoconvexe, pour tout w ∈ C.
Pour (iv), si A(w) = D, ∀w ∈ C.
A(w) = D = {z ∈ D / u(., w) est psh au voisinage de z}. Donc u(., w) est psh
sur D, ∀w ∈ C. Supposons que α ̸= γ. Si f = g, alors A = (D×C\E)∪Γ1 où Γ1

est le graphe de f. Comme f n’est pas constante, alors A(w) = [D\E(w)]∪{z ∈
D / f(z) = w} ̸= D car E(w) ̸= {z ∈ D / f(z) = w}. Aussi le cas où f ̸= g
est impossible. En effet, f ̸= g, donc A = D × C\E. On choisit maintenant
w ∈ f(D), alors E(w) ̸= ∅ et par suite A(w) ̸= D. D’où α = γ. Si f ̸= g, alors
A(w) = D\E(w), ∀w ∈ C. Mais si w = f(z0) où z0 ∈ D, alors E(w) ̸= ∅ et par
suite A(w) ̸= D. Ceci étant impossible. Ainsi, α = γ et f = g non constante
sur D. Pour la réciproque, on a α = γ et f = g non constante, alors A(w) = D,
pour tout w ∈ C. Remarquons que si f = g est constante sur D l’assertion (iv)
n’est pas vraie.
(b) Remarquons que B = D × C\E si α ̸= γ et B = D × C\Γ1 si α = γ et
f = g.
Si α ̸= γ, alors B = D × C\E ⊂ A.
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Pour le cas α = γ, on a si f = g, alors A = D × C et B = D × C\Γ1, donc
B ⊂ A. Si f ̸= g, on a B = D × C\E = A. D’où B ⊂ A. On vérifie sans peine
que A = (D × C\E) ∪ (Γ1 ∪ Γ2) si et seulement si α ̸= γ et f = g.
Maintenant caractérisons {z ∈ D / A(z) = C}. Soit z0 ∈ D. Supposons que
α = γ. Si f(z0) = g(z0), alors A(z0) = C. Plus exactement, si f ̸= g, alors
{z ∈ D / A(z) = C} ⊂ {z ∈ D / f(z) = g(z)}. Donc {z ∈ D / A(z) = C}
est un ensemble analytique non vide. Le cas où f = g sur D implique que
{z ∈ D / A(z) = C} = D.
Si f(z0) ̸= g(z0), alors A(z0) ̸= C. Supposons que α = γ et f(z) = g(z),∀z ∈ D.
Alors A(z) ̸= C,∀z ∈ D. Donc {z ∈ D / A(z) = D} = ∅.
Le cas où α ̸= γ et f(z0) = g(z0) implique A(z0) ̸= C.
Si f(z0) ̸= g(z0), alors A(z0) ̸= C. Pour la dernière assertion, supposons que
α = γ et f = g. ∀z ∈ D,A(z) = C et E(z) ̸= ∅. Donc A(z) ̸= C\E(z).
Si α ̸= γ et f = g, on a E(z) = {w ∈ C / | w − f(z) |α eβ =| w − f(z) |γ eδ},
donc {w ∈ C / w = f(z)} = {f(z)} ⊂ E(z) pour z ∈ D. Remarquons en fait
que A(z) = [C\E(z)] ∪ {f(z)} ̸= C\E(z). La réciproque est triviale.
3. Fonctions holomorphes et une classe de fonctions harmoniques.
On étudie dans ce paragraphe une classe importante de fonctions harmoniques
caractérisant les fonctions analytiques à l’aide d’une hypothèse importante en
analyse complexe. D’autre part, on donne un exemple d’un sous-ensemble E
fermé non polaire dans C avec {(z, w) ∈ C2 / (w− f(z)) ∈ E} non pluripolaire,
m2(E) = 0, cependant f est holomorphe sur C. Ensuite, on exhibe un exemple
d’une fonction h : C → R harmonique non constante telle que si la fonction
u, définie sur C2 par u(z, w) = h(w − f(z)) + h(w − f(z)), est plurisoushar-
monique sur C2 où f : C → C continue. Alors, f est constante si cos(f2) = 0
où f2 = Im(f).
Définition. Soit h : C → R harmonique. On dit que h ”produit” les fonctions
analytiques si
Pour tout D domaine dans Cn, pour toute f : D → C continue, la fonction u,
définie sur D×C par u(z, w) = h(w− f(z)), est psh sur D×C implique que f
est analytique sur D.
Le théorème suivant caractérise les fonctions harmoniques produisant les fonc-
tions analytiques.
Théorème 7. Soit h : C → R harmonique. On a l’équivalence suivante
(i) h produit les fonctions analytiques;
(ii) h est le réel d’une fonction holomorphe non affine sur C (c’est-à-dire h n’est
pas affine sur C).
Démonstration. (i) implique (ii). Supposons que h est le réel d’une
fonction holomorphe affine. Donc, il existe α, β, γ ∈ R avec h(z) = αx+ βy+ γ
si z = (x+ iy) ∈ C avec x = Ré(z). Posons w = (x1 + iy1) ∈ C, x1 = Ré(w) et
f(z) = z (c’est clair que f n’est pas holomorphe sur C).
h(w− f(z)) = α(x1 − x) + β(y1 + y) + γ = u(z, w). u est même prh sur C2. Ce
qui contredit (i).
(ii)implique (i). Notons h =Ré(g), g holomorphe non affine sur C. Montrons
que si f : D → C continue (D domaine dans Cn) avec h(w − f(z)) est psh
sur D × C, alors f est analytique sur D. Utilisant le théorème de Hartogs (cf.
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Hörmander [10]), on se ramène à n = 1.
Remarquons d’abord que

∂2h

∂w∂w̄
= 0.

Soit z0 ∈ D, r > 0 avec D(z0, r) ⊂ D. Soit φ1 ∈ C∞
c (D(z0, r)), φ2 ∈ C∞

c (C);
φ1 ≥ 0 et φ2 ≥ 0. Posons φ(z, w) = φ1(z)φ2(w) et A = D(z0, r)× C.
Il résulte alors que∫
A
h(w − f(z)) ∂2φ

∂w̄∂w (z, w)dm4(z, w) =∫
D(z0, r)

φ1(z)(
∫
h(w − f(z)) ∂2φ2

∂w̄∂w (w)dm2(w))dm2(z) = 0.

Comme (z, w) 7→ h(w − f(z)) est psh alors, pour tout b1, b2 ∈ C, on a∫
A
h(w−f(z)) ∂2φ

∂z̄∂z (z, w)dm4(z, w)b1b1+2Ré(
∫
A
h(w−f(z)) ∂2φ

∂z̄∂w (z, w)dm4(z, w)b1b2)

≥ 0.

Fixons b1 = 1. Il arrive que∫
A
h(w−f(z)) ∂2φ

∂z̄∂z (z, w)dm4(z, w)+2Ré(
∫
A
h(w−f(z)) ∂2φ

∂z̄∂w (z, w)dm4(z, w)b2)

≥ 0, pour tout b2 ∈ C. Donc∫
A

h(w − f(z))
∂2φ

∂z̄∂w
(z, w)dm4(z, w) = 0 (1).

Soit s > 0 vérifiant φ2(w) = 0 pour tout w ∈ C\D(0, s). Remarquons que pour
tout z ∈ D(z0, r), la fonction

w 7→ [h(w − f(z))
∂φ1

∂z̄
(z)φ2(w)]

est de classe C∞ et à support compact dans D(0, s). Donc d’après la formule
de Stokes, on a∫

D(0,s)

∂

∂w
[h(w − f(z))

∂φ1

∂z̄
(z)φ2(w)]dm2(w) = 0

=

∫
D(0,s)

[
∂h

∂w
(w − f(z))φ2(w) + h(w − f(z))

∂φ2

∂w
(w)]

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(w).

Donc ∫
D(0,s)

[h(w − f(z))
∂φ2

∂w
(w)

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(w)
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= −
∫
D(0,s)

∂h

∂w
(w − f(z))φ2(w)

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(w).

D’après (1), on a∫ ∫
∂h

∂w
(w − f(z))φ2(w)

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(z)dm2(w)

=

∫
φ2(w)[

∫
∂h

∂w
(w − f(z))

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(z)]dm2(w) = 0;

pour toute φ2 ∈ C∞
c (C).

Donc, ∫
∂h

∂w
(w − f(z))

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(z) = 0

pour toute φ1 ∈ C∞
c (D(z0, r)), φ1 ≥ 0.

Soit maintenant φ1 ∈ C∞
c (D(z0, r)), φ1 à valeurs réelles et de signe

quelconque. Montrons que
∫

∂h
∂w (w − f(z))∂φ1

∂z̄ (z)dm2(z) = 0.
Soit θ ∈ C∞

c (D(z0, r)), θ ≥ 0 et θ ≥ −φ1. Donc∫
∂h
∂w (w − f(z))∂θ∂z̄ (z)dm2(z) = 0.

Soit ψ = θ + φ1; alors ψ ∈ C∞
c (D(z0, r)) et ψ ≥ 0. Donc∫

∂h

∂w
(w − f(z))

∂ψ

∂z̄
(z)dm2(z) = 0

=

∫
∂h

∂w
(w − f(z))

∂θ

∂z̄
(z)dm2(z) +

∫
∂h

∂w
(w − f(z))

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(z)

=

∫
∂h

∂w
(w − f(z))

∂φ1

∂z̄
(z)dm2(z).

Posons pour simplifier k = ∂h
∂w (k est holomorphe sur C). On a∫

k(w − f(z))∂φ1

∂z̄ (z)dm2(z) = 0, pour toute φ1 ∈ C∞
c (D(zo, r)).

Donc z 7→ k(w − f(z)) est holomorphe sur D(z0, r), (∀w ∈ C).
Posons F (z, w) = k(w − f(z)) pour (z, w) ∈ D(z0, r)× C.
F (., w) et F (z, .) sont analytiques respectivement sur D(z0, r) et C et par suite
d’après le théorème de Hartogs(cf. Hörmander [10]), F est holomorphe sur
D(z0, r) × C. Comme h = Ré(g) où g est analytique non affine sur C, alors
∂h
∂w = k analytique non constante sur C. Donc, il existe a ∈ C, R > 0 avec
k : D(a,R) → C est injective. Soit w0 ∈ C avec [w0 − f(z0)] ∈ D(a,R)
et choisissons r1 ∈]0, r] avec pour tout (z, w) ∈ D(z0, r1) × D(w0, r1), on a
[w − f(z)] ∈ D(a,R) (f étant continue sur D ). Donc w − f(z) = k−1oF (z, w)
et par suite f(z) = w − k−1oF (z, w) pour tout (z, w) ∈ D(z0, r1) ×D(w0, r1).
D’où f est analytique sur D(z0, r1).
Quelques extensions. Soit h : C → R harmonique.
a) hog caractérise les fonctions holomorphes(pour g fonction analytique sur C)
si et seulement si h est affine non constante et g non affine sur C ou h non affine
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et g non constante.
On pourra étudier aussi log | g1og2 |, avec g1 et g2 analytiques sur C et g1 ̸= 0.
b) Notons que si h n’est pas affine sur C alors h n’est ni convexe ni concave sur
C. Donc h(w − z) n’est pas psh dans C2. Il résulte que h(w − g(z)) n’est pas
psh sur C2 pour toute fonction g : C → C analytique non constante.
c) Considérons la fonction | w − z | log | w − z | qui est une fonction psh dans
C2\A, avec A = {(z, w) ∈ C2 / | w − z |≥ 1

e }. Notons que log | w − z | n’est
pas psh au voisinage de tout point de C2(z 7→ z n’est pas analytique dans C),
cependant le produit (non constant) précédent peut être une fonction psh dans
des domaines non vides de C. Notons aussi que | w − z |l log | w − z | n’est pas
psh dans C2 pour tout réel l > 1.
En réalité pour v(z, w) =| w− z |α, (z, w) ∈ C2 et α ∈ R on a (v est psh sur C2

si et seulement si α ≥ 1).
On donne maintenant un exemple d’un sous-ensemble E fermé non polaire dans
C avec {(z, w) ∈ C2 / (w − f(z)) ∈ E} non pluripolaire, m2(E) = 0, cependant
f est holomorphe sur C.
Exemple . Soit E = R × {0}. E est fermé non polaire dans C. Soit f(z) = z
pour z ∈ C. Si w ∈ C, on écrit z = x + iy et w = x1 + iy1, où x = Ré(z) et
x1 = Ré(w). F = {(z, w) ∈ C2 / (w − f(z)) ∈ E} =
{(x+ iy, x1 + iy1) ∈ C2 / y1 = y} = {(x+ iy, x1 + iy) / x, x1, y ∈ R}. Désignons
par Cap* la capacité logarithmique extérieure sur C(cf. [2], [13]) etH2 la mesure
2-dimensionnelle de Hausdorff(cf. [3], [15]).
H2({z ∈ C / Cap*({w ∈ C / (z, w) ∈ F}) > 0}) =
H2({z ∈ C / Cap*({x1 / x1 ∈ R}) > 0}) = H2(C) > 0.
Il résulte que C2(E) > 0 où C2 est la précapacité de J. Rühentaus(cf. [12]).
Donc F n’est pas polaire dans C2 et par suite F n’est pas pluripolaire dans C2.
Proposition 1. Soit h(w) = ea cos(b) = Ré(ew) si w = (a+ ib) ∈ C, a = Ré(w)
et f : C → C continue.
Supposons que u, définie sur C2 par u(z, w) = h(w − f(z)) + h(w − f(z)) est
psh sur C2. Alors, f est constante sur C si cos(f2) ̸= 0 où f2 = Im(f).
Démonstration. Notons f = f1 + if2(f1 = Ré(f)).
u(z, w) = ea−f1(z)[cos(b−f2(z))+cos(b+f2(z))]. Alors, pour toute φ ∈ C∞

c (C),
φ ≥ 0, on a∫
ea−f1(z) cos(b) cos(f2(z))∆φ(z)dm2(z) ≥ 0, (∀a, b ∈ R).

Donc
∫
ea−f1(z) cos(f2(z))∆φ(z)dm2(z) = 0 et par suite e−f1 cos(f2)

est harmonique sur C.

Remarquons que ∂2

∂w̄∂w [h(w − f(z)) + h(w − f(z))] = 0; aussi

∂2

∂z̄∂z [h(w − f(z)) + h(w − f(z))] = 0. Donc ∂
∂w [h(w − f(z)) + h(w − f(z))]

est analytique par rapport à z, ∀w ∈ C.
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h(w − f(z)) = 1
2 [e

w−f(z) + ew−f(z)], donc

∂
∂w [e(w−f(z)) + e(w−f(z)) + e(w−f(z)) + e(w−f(z))] = [e(w−f(z)) + e(w−f(z))]

est holomorphe par rapport à z. D’où φ(z) = ew−f1(z) cos(f2(z)) est holomor-
phe. Mais, si w = 0, alors e−f1 cos(f2) est analytique et à valeurs réelles. Donc,
elle est constante.
Si f1 est constante, alors f2 est constante et par suite f est constante sur C.
Si f1 n’est pas constante, alors cos(f2) = 0 ce qui est impossible.
Théorème 8. Soit f1, f2 : C → C harmoniques. On suppose que g = f1f2 est
analytique non constante.
Alors, f1 et f2 sont analytiques sur C.
Démonstration. Soit E = {z ∈ C/∂f1

∂z = 0}, E est fermé dans C.
Supposons que E n’est pas polaire dans C. Notons que ∂f1

∂z est antiholomorphe
sur C, donc E = C. Il s’ensuit que f1 est analytique sur C. Donc f2 est analy-
tique sur C.
Supposons que E est fermé polaire dans C(par l’absurde).
Alors, ∂g

∂z = f1
∂f2
∂z + f2

∂f1
∂z , donc

f2 = −f1
∂f2
∂z
∂f1
∂z

sur C\E.

Aussi, on a ∂g
∂z = f1

∂f2
∂z + f2

∂f1
∂z = −2f1

∂f1
∂z

∂f2
∂z̄
∂f1
∂z̄

̸= 0 sur C\E.

Donc f1
∂f1
∂z

∂f2
∂z̄
∂f1
∂z̄

est analytique non nulle sur C\E.

Remarquons que ∂f1
∂z est holomorphe sur C.

Il résulte que f1
∂f2
∂z
∂f1
∂z

est holomorphe sur C\E.

Dérivons par rapport à z, il arrive que

∂f1
∂z

∂f2
∂z̄
∂f1
∂z̄

est holomorphe sur C\E. Or ∂f1
∂z est holomorphe et

∂f2
∂z̄
∂f1
∂z̄

est antiholomorphe sur

le domaine C\E;

donc ∂f1
∂z = 0 ou

∂f2
∂z
∂f1
∂z

= c ; c ∈ C.

L’hypothèse ∂f1
∂z = 0 étant impossible , car si ∂f1

∂z = 0, alors g = f1f2 et par

suite ∂g
∂z = f1

∂f2
∂z est holomorphe non nulle. Comme ∂f2

∂z est holomorphe, alors

f1 est holomorphe. Par suite on a ∂f1
∂z = ∂f1

∂z = 0 donc f1 est constante.

Ainsi ∂f1
∂z = 0 et on conclut que E = C. Contredisant l’hypothèse E est polaire

dans C.
D’où ∂f1

∂z ̸= 0 et il résulte que ∂f2
∂z = c∂f1∂z même sur C. Donc f2 = cf1 + φ où φ

est analytique sur C. f1f2 = f1(cf1 + φ) = cf1
2 + f1φ = g.

Si c = 0, alors f2 est holomorphe et par suite f1 est holomorphe. Ce qui con-
tredit l’hypothèse E est polaire dans C.
Si c ̸= 0; ∂g

∂z = 2cf1
∂f1
∂z + φ∂f1

∂z = 0, donc ∂f1
∂z [2cf1 + φ] = 0.

69

Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liège, Vol. 81, 2012, p. 50 - 74



∂f1
∂z ̸= 0, donc f1 = φ

−2c est analytique sur C. Ce qui est en contradiction avec
E polaire dans C. Ainsi, l’hypothèse E polaire dans C est impossible.
On sait que si f est analytique sur C (ou sur un domaine inclus dans C), alors
f est harmonique. La réciproque est donnée par le théorème suivant.
Théorème 9. Soit f : C → C une fonction harmonique. On a les équivalences
suivantes
(i) f est analytique sur C;
(ii) Pour toute g : C → C analytique, g ̸= f , alors {z ∈ C/f(z) = g(z)} est
polaire dans C;
(iii) ∀ z0 ∈ C, ∀ r > 0, ∀ z ∈ D(z0, r), on a | f(z) |≤ 1

2π |
∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ |;

(iv) ∀ z0 ∈ C, ∀ r > 0, ∀ z ∈ D(z0, r), on a | f(z) |= 1
2π |

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ |;

(v) ∀ z0 ∈ C, ∀ r > 0, ∀ z ∈ D(z0, r), on a | f(z) |≥ 1
2π |

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ |;

(vi) Pour toute g : C → C analytique et g ̸= f , log | f − g | est sousharmonique
sur C;
(vii) ∀ z0 ∈ C, ∀ r > 0, z ∈ D(z0, r) 7→ 1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ est constante;

(viii) ∀z0 ∈ C, ∀ r > 0, ∀g : C → C analytique(et g ̸= f), on a

{z ∈ D(z0, r) / g(z) = 1
2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ} est polaire.

Démonstration. Il est clair que (i) implique les assertions (ii), (iii), (iv), (v),
(vi), (vii) et (viii). Pour montrer (ii) implique (i), posons f = p+iq où p =Ré(f)
et supposons que f n’est pas holomorphe sur C.
Soit g = (p + iθ) holomorphe où p =Ré(g) et θ : C → R harmonique. Comme
f n’est pas holomorphe sur C, alors g ̸= f . Considérons le sous-ensemble fermé
E = {z ∈ C/f(z) = g(z)} = {z ∈ C/q(z)− θ(z) = 0}. Posons h = |q− θ|. Alors
h est harmonique sur C\E et continue sur C. Supposons que E est polaire non
vide dans C, alors h est harmonique sur C et
positive. Donc h est constante; q = θ sur E, donc q = θ sur C. D’où f = g et
par suite f est analytique sur C. Contradiction.
(iii) implique (i). Notons f = g1 + g2 où g1 et g2 sont analytiques sur C.
Remarquons que ∀z0 ∈ C, ∀r > 0, on a g2(z0) =

1
2iπ

∫
∂D(z0, r)

g2(ξ)
ξ−z0 dξ,

de plus ∀z ∈ D(z0, r),

1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

g2(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

g2(ξ)

ξ − z0 − (z − z0)
dξ

=
1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

g2(ξ)

ξ − z0
1

1− z−z0

(ξ−z0)

dξ

=
∑
j≥0

(z − z0)j
1

2π

∫ 2π

0

g2(z0 + reiθ)

rj+1ei(j+1)θ
reiθdθ

=
∑
j≥0

(z − z0)j
1

2π

∫ 2π

0

g2(z0 + reiθ)

rjeijθ
dθ.
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Notons que

g2(z0 + reiθ) =
∑
k≥0

ak(z0 + re−iθ)k; ak ∈ C.

1

2π

∫ 2π

0

∑
j≥0

ak(z0 + re−iθ)k(reiθ)−jdθ =

{
0 si j ≥ 1

ak(z0)
k si j = 0.

Donc 1
2iπ

∫
∂D(z0,r)

g2(ξ)
ξ−z dξ = g2(z

0).

On admet que g2(z
0) = 0 où z0 est fixé dans C (si g2(z

0) ̸= 0, on
travaille avec g3 = g1 + g2(z

0) et g4 = g2 − g2(z
0) par exemple).

D’où on a ∀r > 0, ∀z ∈ D(z0, r), |f(z)| ≤ |g1(z)| c’est à dire |f(z)| ≤ |g1(z)|,
∀z ∈ C. Soit encore |g1(z) + g2(z)|2 ≤ |g1(z)|2, développons il arrive que
(∗) 2Ré(g1g2) + |g2|2 ≤ 0 sur C. g1g2 étant analytique sur C, donc Ré(g1g2) est
harmonique négative sur C. Il arrive que Ré(g1g2) est constante et par suite g1g2
est constante. D’après (∗), on a g2 est bornée et par suite elle est constante.
D’où f = g1 + g2(z

0) est analytique sur C.
Pour (iv) implique (i), en supposant que g2(0) = 0, on a 2Ré(g1g2) + |g2|2 = 0
sur C. Ceci implique que |g2|2 est harmonique sur C et atteint son minimum en
0. Donc |g2|2 est constante et par suite g2 est constante. Il résulte enfin que f
est holomorphe sur C.
On fera aussi une preuve plus générale pour l’assertion (v) implique (i). On
suppose que f : D → C harmonique et ∀z0 ∈ D, ∀r > 0 avec D(z0, r) ⊂ D on a

∀z ∈ D(z0, r), | f(z) |≥ 1
2π |

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ | (D domaine dans C). Montrons

que f est analytique sur D.
Soit z0 ∈ D, r > 0 avec D(z0, r) ⊂ D. Écrivons que f = (f1 + f2) sur
D(z0, 4r) où f1 et f2 sont analytiques sur D(z0, 4r). Alors, ∀z, ξ ∈ D(z0, r),
on a ξ ∈ D(z, 2r) ⊂ D(z0, 4r). D’où ∀z, ξ ∈ D(z0, r),
|f1(z) + f2(z)| ≥ |f1(z) + f2(ξ)|, donc |f1(z) + f2(z)|2 ≥ |f1(z) + f2(ξ)|2.
Développons, il résulte que |f2(ξ)|2−|f2(z)|2+2Ré[f1(z)(f2(ξ)−f2(z))] = φ(ξ) ≤
0. Fixons z ∈ D(z0, r). Il arrive que ∀ξ ∈ D(z, 2r), on a φ(ξ) < 0. Mais φ est
sousharmonique et atteint son maximum en z ∈ D(z, 2r). Donc φ est constante
sur D(z, 2r). D’où |f2(ξ)|2 − |f2(z)|2 + 2Ré[f1(z)(f2(ξ) − f2(z))] = φ(ξ) = 0.
Donc |f2|2 est harmonique et par suite f2 est constante sur D. En particulier,
f est analytique sur D.
(vi)implique (i). On a log | f − g | est sousharmonique sur C, ∀g : C → C
analytique et g ̸= f. En particulier {z ∈ C / f(z) = g(z)} est polaire dans C
pour toute g comme ci-dessus. d’après l’assertion (i), f est holomorphe sur C.
Pour (vii) implique (i), on écrit f = f1 + f2 avec f1 et f2 analytiques sur C.
1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ = f1(z0) + f2(z), pour tout z ∈ D(z0, r). Comme

z ∈ D(z0, r) 7→ 1
2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ est constante, alors z 7→ (f1(z

0)+ f2(z)) est

constante sur C. Donc f2 est constante. Soit alors f = f1+f2(z
0) est analytique

sur C.
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(viii) implique (i). On écrit f = f1 + f2 avec f1 et f2 analytiques sur C.
1

2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ = f1(z) + f2(z

0). Alors, ∀g : C → C analytique(et g ̸= f),

on a {z ∈ D(z0, r) / g(z) = 1
2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ} = {z ∈ D(z0, r) / g(z) =

f1(z)+f2(z
0)} est polaire. Par l’absurde si f n’est pas holomorphe, alors f2 n’est

pas constante. On considère dans ce cas g = f1 + f2(z
0) avec z0 ∈ C(g ̸= f, car

f n’est pas holomorphe sur C). {z ∈ D(z0, r) / g(z) = 1
2iπ

∫
∂D(z0, r)

f(ξ)
ξ−z dξ} =

D(z0, r) qui n’est pas polaire dans C. Contradiction et il résulte que f est ana-
lytique dans C.
Quelques extensions des résultats. a) Soit f : Cn → C une fonction pluri-
harmonique. Supposons que ∀z0 ∈ Cn, ∀r > 0, ∀z ∈ ∆(n)(z0, r), on a

| f(z) |≤ ( 1
2π )

n |
∫
∂D(z0

1 ,r)×...×∂D(z0
n,r)

f(ξ1,...,ξn)
(ξ1−z1)...(ξn−zn)

dξ1...dξn |

(z0 = (z01 , ..., z
0
n), z = (z1, ..., zn)). Alors f est analytique sur Cn.

b) Soit g : C → C analytique non constante et s’annulant dans C. Alors log | g |
caractérise(produit) les fonctions analytiques.
Théorème 10. Soit g = (g1, ..., gn) : C → Cn analytique. Supposons que
log ∥ g ∥ produit les fonctions analytiques. Alors il existe j ∈ {1, ..., n} avec
log | gj | produit les fonctions analytiques.
Démonstration. Sans perte de généralité on admet que le produit g1...gn ̸= 0
sur C. Par l’absurde supposons que pour tout j ∈ {1, ..., n}, log | gj | ne pro-
duit pas les fonctions analytiques(donc gj ne s’annule pas sur C). D’après le
théorème 7, gj(z) = e(ajz+βj), pour tout z ∈ C et j ∈ {1, ..., n}, (aj , βj ∈ C)(car
log | gj | est une fonction réelle et affine sur C).
On a gj(w − z) = eaj(w−z)+βj de sorte que log | gj(w − z) | est une fonc-
tion à valeurs réelles et affine sur C2(donc elle est psh sur C2). Il résulte que

2 log | gj(w − z) |= log(| gj(w − z) |2) est psh sur C2 pour chaque j = 1, ..., n.

D’après Hörmander [7], log ∥ g(w − z) ∥= 1
2 log(

n∑
j=1

| gj(w − z) |2) est psh sur

C2. Rappelons que la fonction f(donnée par f(z) = z, z ∈ C) n’est pas analy-
tique sur C. Cependant log ∥ g(w − f(z)) ∥ est psh dans C2. Contradiction et
la preuve du théorème 10 est terminée.
Observons que la réciproque du théorème 10 est aussi vraie.
Notons aussi que si g et k sont deux fonctions analytiques sur C avec g = ek

alors log | g | produit les fonctions analytiques si et seulement si k n’est pas une
fonction affine sur C.
On énonce le lemme suivant qu’on va l’appliquer dans cette recherche.
Lemme 5. Soit D un domaine dans Rd(d ≥ 2), u : D → [−∞,+∞[ soushar-
monique et localement constante. Alors, u est constante sur D.
Démonstration. Soit L un sous-ensemble compact dansD.On choisit x1, ..., xN ∈

D, r1 > 0, ..., rN > 0 avec L ⊂
N∪
j=1

B(xj , rj) ⊂ D, de plus u = u(xj) sur B(xj , rj)

pour j = 1, ..., N. Sans perte de généralité, on admet queB(xj , rj)∩B(xj+1, rj+1) ̸=
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∅ si j = 1, ..., (N − 1).
∀x ∈ B(xj , rj) ∩ B(xj+1, rj+1), on a u(x) = u(xj) = u(xj+1). Donc u(xj) =
u(xj+1) pour j = 1, ..., (N − 1). Il résulte que u est constante sur tout compact
L ⊂ D. D’où u est constante sur D.
Théorème 11. Soient D un domaine dans Cn, f : D → C analytique et u une
fonction sousharmonique non constante sur C. On note v(z, w) = u(w − f(z))
pour (z, w) ∈ D × C. On a les équivalences suivantes
(i) f est constante sur D;
(ii) (p.p) w ∈ C, v(., w) est localement constante sur D;
(iii) Il existe w0 ∈ C avec v(., w0) + log | w0 − f |= −∞ sur D.
Démonstration . (i) implique (ii). On a f est constante sur D, donc pour
tout w ∈ C, v(., w) est constante sur D.
Pour (ii) implique (i), notons qu’il existe B ⊂ C,m2(B) = 0 avec pour tout
w ∈ C\B, v(., w) est constante sur D d’après le lemme 5. Supposons que f n’est
pas constante, alors f(D) = D1 est ouvert connexe dans C. On suppose que
f(z0) = 0 où z0 ∈ D. On fixe w1 ∈ C, r > 0 avec u n’est pas constante sur
D(w1,

r
j )(∀j ≥ 1).

Soit R > 0, R1 > 0 avec D(0, R1) ⊂ f(B(z0, R)) où B(z0, R) ⊂ D. Alors,
pour tout ξ ∈ D(0, R1), on a v(z, w1 − ξ) = u(w1 − ξ − f(z)) si z ∈ D.
v(., w1 − ξ) non constante sur D. En effet, soit z1 ∈ B(z0, R) avec f(z1) = ξ.
Donc v(z1, w1 − ξ) = u(w1). Soit w2 ∈ D(w1, r) avec | w1 − w2 − ξ |< R1 et
u(w1) ̸= u(w2). Alors (w1−w2−ξ) ∈ D(0, R1). ∃z2 ∈ D avec w1−w2−ξ = f(z2).
D’où w2 = w1 − ξ − f(z2).
v(z2, w1 − ξ) = v(z2, w2 + f(z2)) = u(w2). D’où v(z1, w1 − ξ) ̸= v(z2, w1 − ξ).
Enfin, il résulte que pour tout ζ ∈ D(w1, R1); v(., ζ) n’est pas constante. Ce qui
est impossible. Ainsi, f est constante sur D.
Il est clair que (i) implique (iii). Pour (iii) implique (i), supposons que f n’est
pas constante sur D. Alors {z ∈ D / f(z) = w0} = E est fermé pluripolaire
dans D. Soit D2 = f(D), D2 est un domaine dans C.
v(z, w0) + log | w0 − f(z) |= u(w0 − f(z)) + log | w0 − f(z) |= −∞ pour tout
z ∈ D. Il résulte que u(w0 − f(z)) = −∞(∀z ∈ D\E).
f(D\E) = D2\{w0}, donc u(w0 − a) = −∞, pour tout a ∈ D2\{w0} un do-
maine dans C. Soit b ∈ D2\{w0}, r > 0 avec D(b, r) ⊂ D2\{w0}.
w0 − D(b, r) = D(w0 − b, r) ⊂ [w0 − D2\{w0}]. Donc u(c) = −∞ pour tout
c ∈ D(w0 − b, r). Ceci étant impossible.
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