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L’ESPACE DES MESURES My(T)

par W. HABRE

INTRODUCTION

La recherche d’un espace de mesure M;(T), intermédiaire entre M (T) et M (T),
permettant de séparer dans I'égalité M(T) = M (T), la condition de cardinalité et
de celle portant sur la topologie de T, a été envisagée par Fremlin, Garling, Haydon,
Sentilles, Wheeler (cf. [3], [€], [°], [10]). Sachant que le probléme est toujours ouvert
mais délimité par les exemples de Haydon dans [3], on associe & chaque partition
continue de l'unité ¢ = (¢;);ex l'espace localement compact 0,1 = U {uepT;

€.

T3(u) > 0} et on propose lespace des mesures MQ(T) = M My(6,T).
ped

Ce nouvel espace Mg(T), associé d’une fagon canonique & toutes les (p.c.u.) @,
posséde les bonnes propriétés de M(T) et M.(T). On démontre en particulier que
Mg(T) = My(T) a lieu si et seulement si 6T = vT et que Mg(T) = M.(T) a lieu si,

pour tout compact K C BT — T, il existe ¢ €D tel que ,TNK = &

PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

L’espace topologique T est toujours supposé complétement régulier séparé.
C=(T) désigne I'algébre des fonctions continues et bornées sur T & valeurs réelles.
Si espace T est localement compact, Co(T) désigne la sous-algébre de C*(T) formée
des fonctions qui s’annulent & Iinfini. On note, BT le compactifié de Stone-Cech
de T, vT le repleté de Hewitt de T et 6T le c-replété (complété de T pour la structure
uniforme universelle). :

§ 1. Partstion de lunité

Une famille ® = (¢;);e; de fonctions continues sur T est une partition continue
de 'unité, en abrégé (p.c.u.), si elle vérifie les conditions suivantes :
1o =0, Viel,
20 la famille (S(p;));er est localement finie,

i€l

On désigne par @ I'ensemble des partitions continues de I'unité sur T, @ est
évidemment non vide. A tout ¢ € ®, ¢ = (®,);1, on associe la famille des ouverts

Présenté par J. Schmets le 19 novembre 1981.
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oo = (T9), ott T¢ = {u BT, of(u) > 0}, of étant le prolongement de ¢; a BT, pour
tout ¢+l
Soit ¢ € ® une p.c.u. sur T. Désignons par 6,(T) = U T%.
i€l

" 11 est clair que 6,T est un ouvert de 8T, donc localement compact et il con-
tient T. On a de plus d’aprés le théoréme de Tamano [1].

Levue 1.1. [1].

0T est I'intersection des espaces localement compacts 6,T, lorsque ¢ parcourt
Tensemble @ des (p.c.u.) sur T.

Preuve. Montrons tout d’abord qu’on a 6T C 0,T pour toute (p.c.u.) ¢ = (@;)ser>
sur T. En effet, soit ue 0T, comme la famille (¢;);sr est équicontinue, il existe
d’aprés ([1], 6.2.5) un élément t&T tel que wu(w;) = @i(f), Vi€ L Or (@) étant
(p.c.w.), alors ¢ € T; pour au moins un indice % € I D’olt @ () = wles,) = @i,(f) > 0
et ue T?o‘, Pour terminer, soit u € BT — 6T, il existe d’aprés le théoréme de Ta-
mano. ([1], 6.4.5) une (p.cu.), ¢ = (9;);er sur T telle que, u(g) =0,Veel Par
suite ¢ 0,T. ; S :

QuestioN 1.2. L’espace 0,T, pour tout <ped), est-il c-replet.

§ 2. Mesures sur Vespace T et espaces MgT, My(T), M (T) et My(T)

Pour tout fe C(T), || f |} = sﬁp {[ ft) |, £ T} est une norme sur C*°(T). Mg(T)
désigne le dual de l'algébre de Banach C®(T), done I'espace des mesures de Radon
sur le compact BT. ' ‘

DrriviTioN 2.1. [2] [12]. ;

a) On dit qu’une mesure y e Mg(T) est o-réguliere lorsqu’elle verifie la condition
suivante :
« Pour toute suite (fn), de C®(T) telle que fy |0, on a p(fs) = 0>

b) On dit qu'une mesure u € Mg(T) est t-régulitre lorsque elle vérifie la condition :
«Pour toute suite généralisé (f;);er de C°(T) telle que f; | 0 on a p.(f;) — 0.

¢) On dit que y € Mg(T) est ¢-réguliére ou de Radon sur T si elle vérifie la condition
suivante :
« Pour toute suite généralisée uniformément bornée et convergente vers zéro
pour la topologie de la convergence compacte on a w(f;) = 0».

d) On désigne alors par My(T), M (T) et M(T) respectivement les sous-espaces de
Mg(T) formés des mesures o-réguliéres, v-réguliéres et de Radon sur T
On a évidemment M;(T) C M (T) C M,(T) C Mg(T).

§ 3. Topologies strictes, sous strictes et superstrictes

sur C=(T) (3], [7], [®] ¢ [*])

Soient X un espace localement compact, et Co(X) I'espace des fonctions qui
s’annulent & 1’0o, Buck dans [3] a défini la topologie stricte sur C(X) par la famille
des semi-normes Py, Py(f) = || f£ |1, & € Co(X).

Soit maintenant T un espace complétement régulier.
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Pour tout compact K C 8T — T, soit Cx(T) = {f€ C(T), fx = 0} = Co(T — K).

Il est clair que, pour tout compact K, Cx(T) définit une topologie fx sur C(T). La

topologie limite inductive des Bx, lorsque K décrit les compacts de T — T sera
notée {8 et appelée topologie stricte sur C(T), tandis que la limite inductive des Bx
lorsque K déerit les noyaux de BT — T sera notée B; et nommée topologie super-
stricte. '

Pour définir la topologie sous-stricte By sur C(T), notons d’abord ¢ la topologie
de la convergence compacte sur C(T) et pour chaque r > 0, By = {fe C(T);
[| fIl <r}. La famille % = {U C C(T); U disque absorbant et, Vr > 0,

3t — voisinage V, de 0 tel que V, "B, CUN B,}

est d’aprés [12] une base pour une topologie localement convexe qui est notée By et
dite sous-stricte. La topologie B¢ coincide avec {8 si T est localement compact [8]. En
outre on a, d’aprés th. 2.1 de [8], B¢ < 8 < B1. Le théoréme suivant de [8] est utile
pour la suite :

Tutorkme 31 C(T) muni des topologies Bo, B et 1 admet respectivement
pour dual My(T), M_(T) et M (T).

§ 4. La topologie stricte Bq et Uespace des mesures Mg(T)

Pour toute (pcu) o e®, K, = T — 6,T est un compact de BT disjoint de
0T. Notons §, la topologie Bx, sur C*(T) associée & K, comme dans [7] et soit B
la topologie limite inductive des B,. Alors on a

Prorosirron 4.1. La topologie 84 est moins fine que B3 et plus fine que 8.

Preuve. Evidemment 8 < B¢ d’aprés la définition de 8. Montrons que B < B
Soit Z un noyau de 8T — T, Z = {u e 8T; f(v) = 0}.
Posons UE = u e BT; f(u) > % . La famille des conoyaux (Uf), recouvre

BT —Z, il existe d’aprés [4] une p.c.u. @ = (Pn)s associée a ce recouvrement. Soit
¢ = (pn)n, OU Pn = Qu|T-

On a évidemment BT —Z C 6,T. En outre, si ¢f} est le prolongement de ¢, &
BT, on aura :

{u; Ph(w) > 0} Q;ueBT;f'(u) ;% CBT —Z.
D’ou il résulte que
6,T C BT — Z et par suite 0,T = BT — Z.

On note My(T) le dual topologique de C*(T), muni de la topologie P ; alors d’aprés
la proposition précédente, on a :

MA(T) C Mo(T) C M,(T).
Désignons par @ I'ensemble des (p.c.u.) de 6T,

ProrosiTioN 4.2. Pour tout espace complétement régulier séparé T, on a,
M(I)(T) = M(De(eT)
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Prewve. Si ¢° = (¢f);1 est une (p.cu.) de OT, alors ¢ = (@g)er, OU ¢; = o,
est une (p.cu) de T et 6,(6T) = 6,T. Ce qui prouve que My(T) C Mg, (6T).

Inversement, montrons que M, (6T) C Mg(T) en montrant que chaque M(6,T)
contient un M;(6,(6T)), olt ¢ € @y. '
Soient ¢ = (p;);x une (p-cuw) de T, 6,T = U {u; o(u) > 0} et dy(u,v) =
i€l
sup | p2(u) — 02(v) | Pécart sur OT défini par ¢ = (¢i)ier. La famille d’ouverts
teX

2!

({u; o¥(u) > 0})sex est un recouvrement ouvert de I'espace paracompact (0T, d,),
alors il existe une (p.c.u.) ¢’ = (Pd),en associée & un recouvrement localement fini
plus fin. Pour tout a € A, il existe ix€ I tel que

{u; Ya(w) > 0} C {u; 9} (w) > 0}.
Soit: g = Zo? , alors g§ < ] , et, par suite,
fu; g8u) > 0} = {u; Pow) > 0} C {u; ¢f (w) > 0}

En outre ¢§ < ¢f , il en résulte que,
{u; g8w) > 0} C {u; ¢f (w) > 0} C6,T
0
Soit g = Zgg, alors ¢® > 0 sur OT. Soit fu = %, alors Z =1 et
xeN ) 0eA
supp fg = supp go C supp 3.
Donc la famille ¢ = (f9),ea est une (p.cu.) de 6T et on a :
| 0\
fus fo(w) > 0} = {us <§§> () > 0} = {u; gi(w) > O}
Ainsi on obtient, 6,(6T) C 6,T et M(6,(6T)) C M;(6,T).

DzerinitIoN 4.4. Un espace complétement régulier T est dit presque paracom-
pact (p- paracompact) si, pour tout compact K C BT — T, il existe ¢ e® tel que
6, TNK=0.

ProrosirioN 4.5. Tout espace paracompact est p-paracompact.

Preuve. Soit K un compact de BT disjoint de T. Pour tout z€ T, il existe Va,
voisinage compact de « dans BT, disjoint de K.

La famille ({7,5 N T),ep est un recouvrement ouvert de I'espace paracompact T
il existe une (p.cw.) @ = (@)1 de T associée & un recouvrement localement fini
plus fin.

Pour tout i € I, {u; of(w) > 0} C {u; ¢¥(u) > 0} C Vy;.

D’onr,

0,T = U {u; of(w) > 0} C U Vyy
t€l i€l

et par suite 0, TN K =g.

ProrosiTioN 4.6. Tout espace p-paracompact est c-replet.

Preuve. Ceci provient du fait que, si T est p- paracompact, alors
T = 0T = N §,T d’aprés le lemme (1.1).

oD
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Prorosition 4.7. Un espace p-paracompact et localement compact est para-
compact '

Preuve. En effet, BT — T = K est compact. D’aprés la p-paracompacité de T,
il existe @ = (¢g;)ser (p.c.u) de T tel que T = 0,T. D’aprés [%], T est paracompact,

QuEstioN 4.8. Un espace T localement compact c-replet est-il nécessairement
p-paracompact, ou ce qui est équivalent paracompact?

Dans [?] Mosiman a prouvé que M®(T) est le dual de C°(T) muni de la topologle
stricte B8, définie par la famille L des compacts de T — T.

L = {{uepT; Z%(u) <1—e},VICT Jfini, 0 <e <1},
aet
et Wheeler, Sentilles dans [?] ont prouvé que (3, n’est autre que B,; ainsi M®(T) =
My(T) Pespace des mesures u-additives.
11 en résulte que M_(T) C M, (T) C Mg(T).

Prorosrrion 4.9. Si T est p-paracompact, alors Mg(T) = M (T).

Preuve. Si T est p-paracompact alors, pour tout K C 8T — T, K compact, il
cxiste @ = (@;)ier (p-cu.) de T telle que 6, TN K =2

CoroLratrE 4.10. [?]. Si T est paracompact, My (T) = M (T).
Preuve. Ceci découle de (4.5) et (4.9).

QuesTIoN 4.11. A-t-on Mg(T) = M(T) = T est p-paracompact?

Prorosrrion 4.12. On a 0T = T si Mp(T) = M(T)

Preuve Si M(T) = Mg(T) et e 6T, alors d’aprés (Lemme 1.1) % appartient 3
M,(6,T) pour tout ¢ € ®. Il en résulte que u e Mq(T) = M(T).

Done d’apres ([2], prop. 2.2.4) u appartient & T.

TakorEME 4.13. On 2 M (T) = My(T) si et seulement si 0T = oT.

Preuve Si My(T) = Mg(T), soit e vT, alors v € My(T) = Mg(T). 11 en résulte
que u € My(0,T), V ¢ €D, et par suite, w € §T. D’ott 6T = vT.

Inversement, supposons §T = uT il résulte d’aprés (th. 3.1. []) que MyT) =
M,(T) et par suite My(T) = Mg(T), car on a

M (T) C Mg(T) C M,(T).
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